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Introduction

Un résultat phare de la théorie des algebres de Boole est le théoréme de Stone, qui établit une
dualité entre la catégorie des algebres de Boole et celle des espaces de Stone. Dans ce travail, nous
étudions quelques dualités et équivalences s’établissant de maniére similaire, entre la catégorie des espaces
compacts et séparés et d’autres catégories. Dans le dernier chapitre, ces dualités et équivalences sont
étendues a des catégories plus générales, qui contiennent les catégories des premiers chapitres.

Prérequis

Une connaissance de base de la théorie des catégories est indispensable pour aborder ce travail.
L’annexe [A] introduit toutes les notions de théorie de catégories nécessaires.

Les deux premiers chapitres requierent d’étre familier avec les notions de treillis et d’algebres de
Boole. L’annexe [C] établit les résultats nécessaires pour aborder ces deux chapitres.

Les deuxieme et troisieéme chapitres utilisent également des résultats de topologie qui pourraient étre
méconnus du lecteur lambda. L’annexe [B] permettra au lecteur des combler ces lacunes.

Organisation de ce travail

Le premier chapitre présente une dualité entre la catégorie des espaces compacts et séparés et une
catégorie de structures algébriques. Cette dualité apparait trés naturellement en topologie.

Le deuxieéme chapitre expose une seconde dualité entre la catégorie des espaces compacts et séparés
et une catégorie inspirée des algebres de Boole. Bien que cette dualité puisse sembler moins naturelle,
nous verrons dans le chapitre suivant qu’elle a des applications intéressantes.

Le troisieme chapitre introduit une équivalence purement topologique entre les espaces compacts et
séparés et une autre catégorie d’espaces topologiques.

Dans le quatrieme chapitre, les dualités et équivalences des chapitres précédents sont étendues a des
catégories plus générales, dans le sens ou elles contiennent plus de morphismes.

Conventions et notations

Tout au long de ce travail, nous désignerons une catégorie par une chaine de caractére en gras, comme
BA ou KHaus.

Nous dénoterons des objets d’une catégorie par des lettres majuscules. Nous utiliserons en général les
lettres K, L, M pour les treillis, les lettres A, B, C' pour les algebres de Boole, les lettres X, Y, Z pour les
espaces topologiques et les lettres X, Y, Z pour les espaces de Gleason (espaces topologiques munis d’une
relation).

Les lettres minuscules f, g, h représenteront toujours des morphismes d’une catégorie dont les mor-
phismes sont des fonctions. Nous désignerons en général les isomorphismes par des lettres grecques.
Cependant, les lettres ¢ et 7 correspondront respectivement aux inclusions et projections, les lettres s
et m correspondront aux quotients. Lorsque nous travaillerons dans des catégories dont les morphismes
sont des relations, nous dénoterons ces morphismes par R, R'.

Nous utiliserons des chaines de caracteres gothiques pour les foncteurs, par exemple RO ou pt.

Les éléments d’une structure algébrique seront symbolisés par les lettres minuscules a, b, c, ... et les
éléments d'un espace topologique par les lettres minuscule x, y, 2, t.



Un sous-ensemble arbitraire d’une structure sera noté S, un sous-ensemble fini T" et un sous-ensemble
dirigé D. Les lettres U, V, W seront utilisées pour les ouverts d’un espace topologique. Des idéaux d’un
treillis seront dénotés par I, J et des filtres E, F, G.



Chapitre 1

Frames compacts et réguliers

Dans ce chapitre, nous présentons la catégorie des frames, qui apparait naturellement lorsque 1’on
fait de la topologie sans point. La premieére section illustre le lien étroit qui existe entre les espaces
topologiques et les frames. Ensuite, nous montrons qu’en se restreignant a des sous-catégories d’espaces
topologiques et de frames, ce lien devient une dualité.

1.1 Frames et topologies

Dans cette section, nous commencgons par introduire la notion de frame et illustrons le lien entre les
frames et les espaces topologiques. Ensuite, nous démontrons des résultats plus avancés concernant les
frames.

1.1.1 Topologie sans point

Les frames sont des structures algébriques permettant de modéliser les ouverts d’un espace topolo-
gique. Nous allons voir que de nombreuses propriétés d’un espace topologique se traduisent dans le frame
de ses ouverts.

Définition 1.1. Un frame est un treillis complet L vérifiant

a/\\/S:\/{a/\s:SES} (1.1)

pour tout S C L et tout a € L.
Un homomorphisme de frames est une application entre deux frames qui préserve les bornes inférieures
finies et les bornes supérieures quelconques, i.e. f: K — L est un homomorphisme si

F(AT) = N\r@) (12)
pour tout 7' C K fini et
r(\Vs) =\ 1) (1.3)

pour tout S C K quelconque. En particulier, un homomorphisme de frames f est croissant et satisfait

f() =1, f(0) =0, flanb) = f(a) A f(b) et f(aVb) = f(a)V f(b).
On note Frm la catégorie dont les objets sont les frames et dont les morphismes sont les homomor-
phismes de frames.

Ezemple. Si X est un espace topologique, ’ensemble des ses ouverts O(X) ordonnés par inclusion est
un frame. Si f: X — Y est une application continue, 'application

O(f): O) = O(X) Uw fHU) (1.4)

est un homomorphisme de frame.



On peut vérifier que

Vs=Us e As=(Ns)" (15)
pour tout S C O(X). De plus
0=0, 1=X et AT=T (1.6)

pour tout T' C O(X) fini.
Ainsi, si Top désigne la catégorie dont les objets sont les espaces topologiques et dont les morphismes
sont les fonctions continues, O est un foncteur contravariant de Top dans Frm.

Remarque 1.2. Dans la catégorie des frames, les objets initiaux sont les frames & deux éléments {0,1}.
Un frame de cette forme sera noté 2.

Nous pouvons des lors introduire des propriétés que peuvent satisfaire les frames. Nous verrons immé-
diatement que ces propriétés sont des traductions dans le langage des frames de propriétés topologiques.

Définition 1.3. Un frame L est compact si S C L et \/ S = 1 implique qu’il existe T' C S fini tel que
VT =1

Le résultat suivant est immédiat.
Proposition 1.4. Un espace topologique X est compact si et seulement si le frame O(X) est compact.

Nous allons également donner une définition de régularité pour les frames, qui est le pendant de la
régularité pour les espaces topologiques. Cependant, pour cela, nous avons besoin de quelques définitions
préliminaires.

Définition 1.5. Etant donné un élément a d’'un frame L, son pseudo-complément est
—a=\/{beL:anb=0}. (1.7)
L’équation implique que a A —~a = 0.
Remarque 1.6. Si a < b, alors b A ¢ = 0 implique a A ¢ = 0, donc
{ceL:bAc=0}C{ceL:anc=0}

et -b < —a.
Comme a € {beL:-aAb=0},onaa<-a.

Cette définition s’interprete facilement dans le cas d’un frame d’ouverts.
Proposition 1.7. Etant donné un espace topologique X, on a, pour U € O(X),
U =U*. (1.8)
Démonstration. En effet, on a
U= J{veoX):unv=0=J{VvedX):VcU}=U>
|

Définition 1.8. Etant donné un frame L, on définit la relation intérieur d, notée <, par a < b si et
seulement si —a Vb = 1.

A nouveau, dans un frame d’ouverts, cette définition peut s’interpréter différemment.

Proposition 1.9. Etant donné un espace topologique X, on a, pour tous U,V € O(X),

U<V < UcCV. (1.9)



Démonstration. En effet, on a

U<V < U®UV=X & V°cU < UcCV.

[ |
Nous pouvons maintenant définir la régularité pour les frames.
Définition 1.10. Un frame est régulier si
a=\/{beL:b=a}. (1.10)

Le résultat suivant est immeédiat.
Proposition 1.11. Un espace topologique X est régulier si et seulement si le frame O(X) est régulier.

A titre informatif, nous montrons que toutes les propriétés topologiques ne peuvent pas se traduire
en propriétés sur les frames.

Ezxemple. Si X désigne l'espace topologique obtenu en mettant la topologie triviale sur un ensemble
a un élément, et Y est I’espace topologique obtenu en mettant la topologie triviale sur un ensemble a
strictement plus de un élément, nous pouvons remarquer que O(X) et O(Y") sont isomorphes. Cependant,
X est séparé alors que Y ne l'est pas. Cet exemple montre qu’il n’est pas possible de définir une notion
de frame séparé telle que X est séparé si et seulement si O(X) est séparé.

Nous pouvons maintenant donner la définition de la catégorie des frames compacts et réguliers. Nous
montrerons par la suite que cette catégorie est équivalente a la catégorie KHaus des espaces compacts
et séparés.

Définition 1.12. On note KRFrm la catégorie dont les objets sont les frames compacts et réguliers et
dont les morphismes sont les homomorphismes de frames.

En fait, nous avons déja montré que O est un foncteur contravariant de KHaus dans KRFrm.

1.1.2 Idéaux principaux premiers et maximaux

Tout comme pour les algebres de Boole, on peut s’intéresser aux idéaux d’un frame. Cependant,
comme les frames sont complets, les idéaux de frames ont une définition un peu différente de celle des
idéaux d’algebres. Nous verrons cependant que nombre des théorémes portant sur les idéaux d’algebres
s’adaptent aisément aux idéaux de frames.

Définition 1.13. Un sous-ensemble non vide I d’un frame L est un idéal principal si
(I1) pour tout SC I,ona\/ S e,
(I12) sia<betbel, alorsa € 1.

En particulier, 0 € I.
Un idéal principal I est propre si I # L, autrement dit si 1 & 1.
Un idéal principal propre I est premier si pour tous a,b € L, aAb € I implique a € T ou b € I.
Un idéal principal propre est mazimal s’il est maximal parmi les idéaux propres.

Remarque 1.14. Pour tout a € L, ’ensemble La = {b € L : b < a} est un idéal principal. Réciproquement,
si I est un idéal principal, alors I = l\/ I . Ainsi, les idéaux principaux de L sont exactement les ensembles
de la forme Ja.

Remarque 1.15. Se donner un idéal premier de L revient a se donner un homomorphisme L — 2. En
effet, si I est un idéal premier,
p:L—>2 z—ad&l

est un homomorphisme. Si p: L — 2 est un homomorphisme, alors I = p~1(0) est un idéal premier. En
effet, I est stable par \/ et par le bas si et seulement si p conserve \/ et I est premier si et seulement si
p conserve A.



Le reste de cette section a pour but de fournir quelques résultats concernant les idéaux premiers ou
maximaux. Ces résultats sont trés similaires & ceux que 'on peut obtenir dans le cadre des algebres de
Boole.

Le résultat suivant est & mettre en parallele avec le Théoreme [C.17]

Proposition 1.16. Soient a et b des éléments d’un frame L. Si a £ b, il existe un idéal premier I
contenant b et ne contenant pas a.

Démonstration. L’ensemble des idéaux principaux propres contenant b mais pas a est inductif (et non
vide car il contient |b, qui est propre car b # 1). Ainsi, le lemme de Zorn nous garantit ’existence d’un
idéal I maximal dans cet ensemble. Montrons qu’il est premier.

Un tel idéal s’écrit I = |¢ pour un ¢ € L. Soient x,y € L tels que x,y € I (qui équivaut a z,y £ c).
Alors ¢V z > a. En effet, ¢ V& > ¢ donc l( ¢V z) est un idéal principal strictement plus grand que I et
contient a. Pareillement ¢V y > a. Ainsi,

a<(cVz)A(cVy)=cV(xAy)
donc x Ay & I. L’idéal I est bien premier. |

Corollaire 1.17. Soient a et b des éléments d’un frame L. Si a £ b, il existe un homomorphisme
p: L — 2 tel que f(b) =0 et f(a) =1.

Nous pouvons maintenant formuler une condition nécessaire et suffisante pour qu’un idéal principal
soit maximal ou premier. A nouveau, ce résultat est & comparer au Théoréme

Proposition 1.18. Soit I un idéal principal propre d’un frame régulier. Les conditions suivantes sont
équivalentes.

(i) L’idéal I est maximal.
(ii) L’idéal I est premier.
(iii) On a a € I si et seulement si —b & I pour tout b < a.

Démonstration. (i) = (ii). Il suffit de procéder comme dans la preuve de la proposition précédente.
(if) = (iii). Si a € I, alors pour tout b < a, on a =bV a = 1 donc —b ¢ I, puisque I est propre.
Soit a tel que —b & I pour tout b < a. Si ~b & I, alors b € I car ~bAb =0 € I et I est premier. Ainsi

{beL:b=<a}CI

donc a € I par régularité.
(iii) = (i). Soit J un idéal propre maximal contenant I. Comme J est premier, pour tout a € J, on
a b < a implique =b & J. Or =b & J implique =b & I. Ainsi a € I et J C I donc I est maximal. [ |

1.2 Dualité d’Isbell

Nous allons montrer que la catégorie KHaus est duale a la catégorie KRFrm. Tout d’abord, nous
définissons le foncteur pt de KRFrm dans KHaus, qui est inverse du foncteur ©. Ensuite, nous
montrons que ces foncteurs sont bien inverses I'un de I'autre. Cette construction est due a Isbell, qui I’a
exposée dans [12].

1.2.1 Le foncteur pt

Nous commengons par définir le foncteur pt de KRFrm dans KHaus.

Définition 1.19. Etant donné un frame L, pt(L) désigne 'ensemble des points de L, i.e. 'ensemble des
homomorphismes de L dans 2. On munit cet ensemble de la topologie {¢(a) : a € L} on

¢(a) = {p € pt(L) : p(a) = 1}. (1.11)

Remarque 1.20. Les éléments de pt(L) sont bien les points de L dans la catégorie KRFrm®P.



La proposition suivante montre que les ¢(a) définissent bien une topologie.
Proposition 1.21. Avec les notations de la définition précédente, on a
Usr=o(\Vs) e oty =o(AT) (1.12)
ses teT

pour tous S C L et T C L fini. En particulier, $(0) = 0 et ¢(1) = pt(L). Ainsi, {¢(a) : a € L} définit
bien une topologie.

Démonstration. En effet,

pE Ud)(s) <~ Jse S, p(s)=1 <:>p(\/5>:1 (z)péd)(\/S)

seS
et
pe o) <= VteT, p(t) =1 < p</\T) =1 peqS(/\T).
teT
|
Nous définissons maintenant I'image par pt d’un morphisme.
Définition 1.22. Etant donné un homomorphisme de frames f: K — L, on définit I'application
pt(f): pt(L) = pt(K) p—pof. (1.13)
Ce foncteur est bien défini. La fonction pt(f) est continue, comme en atteste le résultat suivant.
Proposition 1.23. Avec les notations introduites précédemment, on a
pt(f) " ((a)) = &(f(a)). (1.14)
En particulier, pt(f) est continu.
Démonstration. En effet,
p € pt(f)71(6(a)) <= pt(f)(p) € 6(a) <= pof € dla) <= p(f(a)) =1 < p€ ¢(f(a)).
|

Il est évident que si f: K — L et g: L — M, alors pt(go f) = O(f) o O(g). Nous avons donc montré
que pt est un foncteur contravariant de la catégorie des frames dans la catégorie des espaces topologiques.
Pour montrer que pt(L) est compact lorsque L est compact, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 1.24. La fonction ¢ définie en (1.11) est injective.

Démonstration. En effet, si a # b, sans perte de généralité b £ a donc par le Corollaire [[.17] il existe un
point p tel que p(a) = 0 et p(b) = 1. Alors p € ¢(b) mais p € ¢(a). [ ]

Nous pouvons maintenant montrer que les frames compacts sont envoyés sur les espaces compacts.
Proposition 1.25. Un frame L est compact si et seulement si ’espace topologique pt(L) est compact.

Démonstration. On a

Udts) =pt(L) <= 6(\/5) =6(1) <= \/s=1.

seS
11 est alors immédiat que la compacité de L est équivalente & la compacité de pt(L). |

Il reste & montrer que les frames réguliers sont envoyés sur des espaces séparés. Nous commencgons
par un lemme.
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Lemme 1.26. Soit a un élément d’un frame L. On a ¢(a)™¢ = ¢(—a). En particulier, b < a si et
seulement si ¢(b)~ C ¢(a).

Démonstration. Soit p € ¢(a)~, alors pour tout b tel que p € ¢(b), ¢(b) N P(a) # P. C’est équivalent
a p(b) = 1 implique a A b # 0. En effet, si a Ab # 0, il existe un idéal premier contenant a A b donc
@d(a) N @(b) # B et il existe un idéal propre contenant a et b, alors a A b # 0.

En prenant la contraposée, a A b = 0 implique p(b) = 0, ce qui équivaut a

\/{p(b):a/\sz})zO

ou encore a
p(\/{b:a/\sz}) =0.
En se rappelant que

—a=\/{b:anb=0},

onap € ¢(a)” siet seulement si p(—a) =0, i.e. si et seulement si p € ¢(—a).

Pour le cas particulier, on a b < a si et seulement si aV—=b = 1. De plus, ¢(b)~ C ¢(a) si et seulement
si ¢(b)~¢ U ¢(a) = pt(L), ce qui équivaut encore a ¢(a V —b) = ¢(1). Par I'injectivité de ¢, les deux
équations a V —b =1 et ¢(a VvV —b) = ¢(1) sont équivalentes. [ |

La proposition suivante montre que les frames réguliers sont envoyés sur des espaces réguliers.
Proposition 1.27. Un frame L est réqulier si et seulement si l’espace topologique pt(L) est régulier.

Démonstration. 1’espace topologique pt(L) est régulier si et seulement si pour tout a € L, on a

o(a) = (o) : 6(0)~ < ola)} = o) b <a} =6 (\/{b: b < al),
ce qui équivaut & a = \/{b: b < a} vu l'injectivité de ¢. |

Bien que le résultat précédent soit intéressant, il n’est pas suffisant pour montrer la dualité entre
KHaus et KRFrm. Le résultat suivant permet donc de le renforcer.

Proposition 1.28. Si L est un frame régulier, alors l’espace topologique pt(L) est séparé.

Démonstration. Si p et q sont deux points distincts, sans perte de généralité, il existe a € L tel que
p(a) = 0 et g(a) = 1. Comme a = \/{b: b < a}, il existe b < a avec q(b) = 1. Par la Proposition [I.1§]
appliquée a I'idéal premier p~1(0), on a p(=b) = 1. On a alors p € ¢(—b), q € ¢(b) et

¢(=b) N ¢(b) = d(=b A b) = ¢(0) = 0.
L’espace est donc séparé. |

Ceci montre que le foncteur pt se restreint de KRFrm dans KHaus.

1.2.2 Dualité
Nous sommes maintenant en mesure de démontrer I’équivalence duale entre les deux catégories.
Théoréme 1.29 (Isbell). La catégorie KRFrm est duale d la catégorie KHaus.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que pt et O sont inverses 'un de 'autre. Si L est un frame compact et
régulier, O(pt(L)) est le frame des ouverts de pt(L), qui n’est autre que {¢(a) : @ € L} muni de 'union
et de l'intersection. Comme la Proposition [1.21] nous I'indique,

¢: L = O(pt(L)) a— ¢(a)
est un homomorphisme de frames. Il est surjectif par définition de la topologie sur pt(L) et injectif par

le Lemme [T.24]

11



K ! L X ! Y
ol (k) — 2 pyry e ol ox) —2 o) o
v O(pt(f v v «O(f N
D(pt(K)) — s D(pH(L)) pO(xX)) L0 pi(o(r)
(a) Isomorphie pour O o pt (b) Isomorphie pour pto O

FIGURE 1.1 — Composition des foncteurs pt et O

De plus, si f: K — L est un homomorphisme,
O(pt(N))(¢(a)) = (pt(f) " (¢(a)) = {p € pt(L) : (po f)(a) = 1} = 6(f(a))

done O(pt(f)) o = do f et le diagramme commute.
Si X est un espace topologique, pt(O(X)) est une collection de fonctions d’ouverts de X. Sip: O(X) —

2 est un point, on définit I = p~1(0) et F¢ = JI. L’ensemble F est un fermé non vide (car I est propre)
et I ={U € O(X):U C F¢} (vula Remarque [1.14)).
On définit

0: X — pt(O(X))
r—0(x): OX)—>2
U—axzclU

Alors, pour tout z € F, on a I C (x)~!(0). Comme un idéal premier est maximal et §(x)~1(0) est
propre, on a I = (x)~1(0) donc 6 est surjectif. Comme X est séparé, il est clair que @ est injectif.
L’application 6 est continue. En effet, un ouvert de pt(O(X)) s’écrit ¢(U) ot U est un ouvert de X
et
0N p(U) ={reX :0z)edp(U)}={reX:0x)(U)=1}={reX:2eU}=U.

Ainsi 0 est un homéomorphisme car c’est une bijection continue d’un espace compact dans un espace
séparé.
Si f: X — Y est une application continue, on a

pHO(f))(0(z)) = 0(x) 0 O(f)

et
0(z) o O(F)(U) = 0(x)(f1(U)) =z € [T(U) = f(z) € U = 0(f(x))(V).
Donc (pt(O(f)) o0 =60 o f et le diagramme commute également. |
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Chapitre 2

Algebres de de Vries

Dans ce chapitre, nous démontrons une deuxiéme dualité entre la catégorie KHaus et une catégorie
de structures algébriques, les algebres de de Vries. Ces structures ont été introduites par de Vries dans sa
these |7] pour résoudre des problémes de compactifications d’espaces topologiques. La premiére section
introduit la catégorie des algebres de de Vries. La deuxiéme section montre la dualité entre cette catégorie
et la catégorie KHaus. Dans la troisiéme, nous utilisons cette dualité pour établir la dualité de Stone
dans le cas des algebres de Boole compleétes.

2.1 Algebres de Boole et compingences

Dans cette section, nous introduisons les algeébres de de Vries, leurs morphismes et leurs filtres et
démontrons des résultats découlant de ces définitions.

2.1.1 Relations de compingence

Les algebres de de Vries sont des algebres de Boole completes munies de relations particulieres.
Définition 2.1. Une relation de compingence sur une algebre de Boole compléte B est une relation <
satisfaisant

DV1) 1 <1,
DV2
DV3

(

( ) a < b implique a < b,
(DV3)
(DV4) a < b,c implique a < b A ¢,
(DV5)
(DV6)
(

a <b<c<dimplique a < d,

DV5
DV6
DV7) a # 0 implique qu’il existe b # 0 tel que b < a.

Une algébre de de Vries est une algebre de Boole complete B munie d’une relation de compingence.

a < b implique —b < —a,

a < b implique qu’il existe c tel que a < ¢ < b, (interpolation)

Le résultat suivant découle de la définition.

Proposition 2.2. Une algebre de de Vries satisfait aux propriétés suivantes.
(i) 0 <0,
(i) 0 <a <1,
(iii) a < b < ¢ implique a < c,
(iv) a,b < ¢ implique a Vb < c,
(v) a#1 implique qu’il existe b# 1 tel que a < b,
(vi) a < b et ¢ < d impliquent a Ac <bAd.
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Démonstration. (i), (iv), (v) s’obtiennent en combinant avec les différentes lois de la définition.
Pour (ii),ona0<0<a<1<1.
(iii) s’obtient en remarquant que a < b < ¢ implique a < b < ¢ donc a < c.
(iv) est vrai car aAc<a <betaAc<c<ddoncaAc=<b,d. [ |

Les deux résultats qui suivent seront utiles par la suite.

Proposition 2.3. Soient a,b des éléments d’une algébre de de Vries B. On a a < b si et seulement si
c < a implique ¢ < b pour tout ¢ € B.

Démonstration. La nécessité est directe puisque ¢ < a < b implique ¢ < b. Pour la suffisance, supposons
a £ b. Alors a A —b # 0 donc il existe ¢ # 0 tel que ¢ < a A —=b. On a ¢ < a donc ¢ < b par hypothese. Or
¢ < —bdonc ¢ < bA —b=0, ce qui contredit le choix de c. |

Proposition 2.4. Soit a un élément d’une algébre de de Vries B. On a a =\/{b€ B:b < a}.

Démonstration. Soit o’ = \/{b: b < a}. Il est évident que ¢’ < a. Pour montrer que a < a’, supposons
que b < a. Alors il existe ¢ € B tel que b < ¢ < a. On a ¢ < a’ donc b < . Par la proposition précédente,
a<a. [ ]

2.1.2 Morphismes
Nous allons maintenant définir les morphismes d’algebres de de Vries.

Définition 2.5. Un morphisme d’algébres de de Vries est une application f: A — B tel que
(M1) £(0) =0,

(M2) f(anb) = fla) A f(b),

(M3) a < b implique = f(—a) < f(b),

(M4) f(a) = V{f(0) : b <a}.

Etant donné des morphismes f: A — B et g: B — C, on définit leur composition par

(9% (@) = \/{g(f(b) : b < a}. (2.1)

Il faut bien stir vérifier que la composition est bien définie. Pour montrer cela, nous commencons par
un lemme.

Lemme 2.6. Un morphisme d’algébres de de Vries f: A — B satisfait auz conditions suivantes.
(i) f(a) < ~f(-a),
(ii) a < b implique f(a) < f(b),
(iii) a < b implique f(a) < f(b),
(v) a < c et b<d impliqguent f(aVb) < f(c)V f(d).
Démonstration. (i) On a
0=£(0) = flan=a) = f(a) A f(-a)
donc f(a) < —f(—a).
(ii) C’est évident, on a f(a) < =f(—a) < f(b).
(iii) On a
fla) = flanb) = f(a) A f(b)
donc f(a) < f(b).
(iv) On a = f(c) < f(—a) et =f(d) < f(—b) donc

~(f(€) V () = ~f(e) A F(d) < F(-a) A F(b) = f(~a A b) = f(~(aV b)),
Par le premier point, f(—(a Vb)) < —=f(aVbd) donc =(f(c)V f(d)) < = f(a VD).
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Nous pouvons maintenant montrer que les morphismes d’algebres de de Vries avec la composition
forment bien une catégorie.

Proposition 2.7. Soient f,g,h des morphismes tels que les compositions g x f et h x g aient un sens.
Alors

(i) id: B — B est un morphisme,
(ii) g* f est un morphisme,
(iii) id*f = f= fxid,

(i) (hxg)* f=hx(gxf).

Démonstration. (i) Les conditions id(0) = 0 et id(a A b) = a A b = id(a) A id(b) sont triviales. On
a —id(-a) = a donc a < b implique —id(—a) < b. Finalement, id(a) = \/{id(b) : b < a} par la
Proposition

(ii) Il suffit de vérifier les propriétés de la définition. La condition [[M1)|est vérifiée car

(g% 1)(0) = \/{g(£ (b)) : b < 0} = g(f(0)) = 0.

Montrons que est vérifiée. On a

(g filand) = \/{g ):c<aAb}.
Or ¢ < aAbsiet seulement si c = d A e avec d < a et e < b[l] Ainsi

(g* f)anb) \/{g f(dne)) d<a,e<b}:\/{g(f(d))/\g(f(e)):d%a,e%b}.
En utilisant la distributivité, on a
(94 N(ant) = (Vg @) : d =< a}) n (Vo) e <b}) = (g% @) A g+ )(b).
La condition est vérifiée. Si a < b, on a
=(g% /)(=a) = N{~g(f(c) : ¢ < =a} = N{=g(f(=¢)) 1 a < c}.

Prenons ¢,d € A tels que a < ¢ < d < b. Alors =f(—c¢) < f(d) donc

~g(f(=c)) = ~g(=~f(=c)) < g(f(d)).

Or
(g f)(ma) < =g(f(mc)) et (g f)(b) = g(f(d))

donc —(g x f)(=a) < (g% f)(b).
Finalement, pour vérifier (M4)| on a

Vilg= N b <ak =\ {\Hg(r@) e < v} b <af = \/{g(f(e) :e < b=<al.
Par interpolation, on a
\/{(g x f)(b):b=<a}= \/{g(f(c)) ce<a}=(gx*f)(a).

(iii) En effet,
b =\ 0 <a) = s,

1. En effet, sic < aAb,alorsc=cAcavecc<a,b Sid<aete<b,alorsc=dAe<aAb.
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(iv) Nous allons montrer que

(h=g)* f)(a) = \/{h(g(f(@)) : d < a} = (h+ (g% f))(a).

hxg+f(a)

En effet, d’une part
((h* g) * = \/{(h*g)(f(b) :b<a} = \/{\/{h c-<f(b)}:b-<a}.

Sic =< f(b) et b < a, alors h(g(c)) < h(g(f(b))) donc ((g*h) * f)(a) < h*g=* f(a).
Sid < a,il existe b€ B tel que d < b < a donc si ¢ = f(d), on a

h(g(f(d))) = h(g(c)) < ((h*g) * f)(a)
puisque ¢ < f(b) et b < a. Ainsi hx g * f(a) < ((h*g) * f)(a).
D’autre part,
(hx (g% (@) = \/{hlg « f0) b= ah = \/ {n (\g(f(e) s e < b} b= a}.
Sib < aalors \/{g(f(c)):c<b} <g(f(b) donc (h=(g= f))(a) <h=*gx* f(a).
Sid < a, soit b € B tel que d <b < a. Alors g(f(d)) < V{gf(c)): ¢ < b} donc
Wo(F@) < h (VAg(f(©) e < b}) < (hx (g% ))(a).

Ainsi hx g f(a) < (h*(g* f))(a). i

Etant donné la définition particuliére de la composition, il n’est pas acquis qu’'un isomorphisme soit
bijectif. Nous donnons tout de méme une condition suffisante pour qu’un morphisme bijectif soit un
isomorphisme. Cette condition sera utile par la suite.

Proposition 2.8. Un morphisme bijectif f: A — B tel que f(a) < f(b) implique a < b est un isomor-

phisme.
Démonstration. Montrons d’abord que f~! est un morphisme. Comme f(0) =0, ona 0= f~ ( (0)) =
f71(0).Sic,d € B, soient a,b € Atels que f(a) = ¢, f(b) = d. Alors f(aAb) = e¢Ad donc f~! ) =

aNb= f"L(cAd). Sic=<d,alors f(a) < f(b) donc f~1(c) =a < b= f~1(d). Finalement

ViF @ cd=<e =\{F @ 1 d) < ey =\{b:b< ()} = (0.
Ona f*f'=idet f~'*f=id car

fxft \/{f d<c}:\/{d:d<c}:c
et
a)=\/{f'(f®) :b<a} = \/{b:b<a} =a.
[ |

Nous pouvons maintenant définir la catégorie des algebres de de Vries. Nous montrerons dans la
section suivante qu’elle est équivalente a la catégorie KHaus.

Définition 2.9. On note DeV la catégorie dont les objets sont les algebres de de Vries, dont les mor-
phismes sont les morphismes d’algebres de de Vries et pour laquelle la composition est donnée par

Iéquation (2.1)).

Remarque 2.10. Dans la catégorie des algebres de de Vries, les objets initiaux sont les objets initiaux des
algebres de Boole (i.e. les algebres a deux éléments {0, 1}), munis de la relation < = {(0,0), (0,1),(1,1)}
(c’est la seule relation de compingence possible). Une algebre de de Vries de cette forme est notée 2.
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2.1.3 Filtres ronds maximaux

Il est naturel de s’intéresser aux filtres d’une algebre de de Vries, puisqu’il s’agit en particulier d’une
algebre de Boole. Cependant, la relation de compingence permet d’ajouter des conditions sur les filtres.

Définition 2.11. Un filtre d’algebre de de Vries est un filtre d’algebre de Boole.

Un filtre I’ d’algebre de de Vries est rond si pour tout a € F, il existe b € F avec b < a. Dans la
suite, nous abrégerons filtre rond par frond.

Un frond F est maximal s’il est propre et maximal parmi les fronds propres.

Remarque 2.12. Comme dans le cas des frames, se donner un morphisme d’algebres de de Vries de B
dans 2 revient a se donner un frond maximal de B. En effet, si F' est un frond maximal, alors

p:B—2 x—zxzeF

est un morphisme et si p: B — 2 est un morphisme, alors p~*(1) est un frond maximal. En effet, p(0) = 0
si et seulement si 0 € F', p(a A b) = p(a) A p(b) si et seulement si F' est stable par A et par le haut. De
plus, p(a) = V{p(b) : b < a} si et seulement si F' est rond et finalement, —p(—a) < p(b) pour a < b si et
seulement si a < b implique ~a € FFou b € F.

A nouveau, nous allons obtenir des résultats similaires & ceux existant dans le cadre des algébres de
Boole.

Le résultat suivant et son corollaire correspondent au Théoréme [C-17] pour les algebres de Boole.

Proposition 2.13. Soit a un élément d’une algébre de de Vries. Si a # 0, il existe un frond mazimal
contenant a.

Démonstration. Des applications répétées de [(DV7)| montrent qu’il existe une suite (a;);en telle que
ag = a et 0 # a;41 < a; pour tout i. Alors

F={be B:a; <bpour un i€ N}

est un frond propre contenant a. En utilisant le lemme de Zorn, on montre qu’il existe un filtre rond
maximal contenant a. |

Corollaire 2.14. Soient a,b des éléments d’une algebre de de Vries. St a £ b, il existe un frond mazximal
contenant a et ne contenant pas b.

Démonstration. Sia £ b, alors aA—b # 0 donc il existe un frond maximal F' contenant aA—b. Evidemment
a € Fmaisb¢g F sinon 0 =bA-beF. |

Nous pouvons a nouveau donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’un frond soit maximal.
Ce résultat est similaire au Théoreme [C.16l

Proposition 2.15. Soit F' un frond propre d’une algébre de de Vries. Les conditions suivantes sont
équivalentes.

(i) F est mazimal.

(i) Sia < b, alorsb € F ou —a € F.

Démonstration. (i) = (ii). Supposons avoir a,b € B tels que —a ¢ F et a < b. Définissons
G={xeB:x>cAdoucdvérifient a < cet d € F}.

L’ensemble G est un filtre car si z,y € G, il existe ¢, ¢/, d,d avec a < ¢,c’ et d,d’ € F tels que x > cAd
et y > Nd'. Alors
zAy>(eAd)N(dAD).

Ora<cAcdetdnd €F.

Le filtre G est rond car si x € G et ¢,d sont tels que a < ¢, d € F', x > c A d, il existe ¢/, d’ tels que
a<c <cetd <davecd € F (F est rond). Alors ¢/ ANd' € Get ¢/ Nd' < x.

Le frond G est propre car si 0 € G, il existe c € B avec a < c et d € F tels que ¢ A d = 0. Mais alors
d<-c<-a,orde Fet—-a¢lkF.

Ainsi F' = G (puisque F' C G et F est maximal). Or b€ Gcarb=bA1laveca <bet 1 € F donc
be L.

(ii) = (i). Soit G un frond maximal contenant F. Montrons que G C F. Soit b € G. Il existe a € G
tel que a < b. Evidemment —a € G sinon a A ~a =0 ¢ G. Ainsi ~a & F donc b € F. |
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2.2 Dualité de de Vries

Nous allons maintenant montrer la dualité entre les catégories KHaus et DeV. Cette dualité a été
démontrée par de Vries dans sa these [7].

2.2.1 Le foncteur RO

Nous commencgons par définir le foncteur RO de KHaus dans DeV. Pour cela, nous montrons que
si X est un espace topologique compact et séparé, alors le treillis de ses ouverts réguliers peut étre muni
d’une structure d’algebre de de Vries.

Définition 2.16. Etant donné un espace topologique X, RO (X) désigne le treillis complet de ses ouverts
réguliers. Le treillis RO (X)) est en fait une algebre de Boole.

Les deux propositions qui suivent montrent qu’il s’agit bien d’une algebre de Boole.

Proposition 2.17. Etant donné un espace topologique X, le treillis RO(X) est un treillis complet
complémenté. Si S C RO(X), on a

\/Sz(US)_O ot /\S:(ﬂs)°. (2.2)
On a également, pour tout U € RO(X),
0=0, 1=X, -U=U®. (2.3)

Démonstration. Le plus petit ouvert régulier contenant chacun des ouverts de S contient (| JS)™°, et cet
ouvert est régulier car E7°7° = E~° pour tout £ C X. Le plus grand ouvert contenu dans chacun des
ouverts de S est ((].S)°. Montrons qu'il est régulier. Pour tout U € S, on a (| S C U donc

(Ns) cv—=v

donc (N S)°° est inclus dans () S et aussi dans son intérieur. L’autre inclusion est toujours vérifiée.
11 est évident que @ et X sont réguliers. Si U est régulier, ~U l’est aussi car

U—° = [J—° — [J—°¢® — [
OnaUN-U=0doncUA-U=0 et

(UUu-U)" =0UU* =0UUuU*=X
donc UV -U = 1. ]
Proposition 2.18. Etant donné un espace topologique X, le treillis RO (X) est distributif.

Démonstration. Remarquons d’abord que si U est ouvert et Y, Z sont tels que Y = Z, alors
UnYy)"=UnZz)".
Soit € (U NY)~. Pour tout voisinage ouvert V de x, on a
unvny #0.
Prenons y dans cet ensemble. Alors y € Y donc y € Z. L’ouvert U NV est un voisinage de y donc
unvnz=#0.

Ainsi z € (U N Z)~. L’autre inclusion est identique. En prenant les complémentaires, on a que si F' est
fermé et Y, Z sont tels que Y° = Z°, alors (FUY)° = (F U Z)°.
Remarquons ensuite que

(VAW) =VenWe=VAW =V AW)°.
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Ainsi

UVVAW)=UUVAW) )’ =UUVnW))°
par les observations qui viennent d’étre faites, donc
UVIVAW)=(UuV)N(OUUW)=U0uV)° n(UUW) °=({UVV)AUVW).
Ainsi le treillis est bien distributif. |
Nous définissons une relation de compingence sur 1’algebre de Boole.

Définition 2.19. Etant donné un espace topologique compact et séparé X, on munit RO(X) de la
relation de compingence définie par U < VsiU C V.

La proposition suivante montre que RRO(X) est une algebre de de Vries.

Proposition 2.20. 57 X est un espace compact et séparé, alors la relation < qui vient d’étre définie est
une relation de compingence sur RO (X).

Démonstration. 1l suffit de vérifier chacun des axiomes de la Définition Les quatre premiers sont
triviaux.

Vérifions Si U C V, alors
(V)" =V = VEC U = U

donc =V < —U.

La condition |(DV6)| est équivalente & la normalité de X et la condition [(DV7)| est équivalente & la
régularité. Il est bien connu qu’un espace compact et séparé est également normal et régulier donc la
conclusion est immédiate. |

Il nous reste a définir 'image d’un morphisme par RO.

Définition 2.21. Etant donné une application continue f: X — Y entre espaces topologiques compacts
et séparés, on définit RO(f): RO(Y) — RO(X) par RO(f)(U) = f~HU)~°.

Vérifions que cette définition est licite.
Proposition 2.22. L’application RO(f) est un morphisme d’algébres de de Vries.
Démonstration. On a f~1(0) = 0 donc RO(f)(0) = 0~° = (). On a également

RONUNV)=(fTHO)NfHV)) =1 U) N fHV) ™ =RO(F)(U) NRO(F)(V).
SiU c V,alors V¢ Cc U~° donc

AV =71 v c f7HUT).

Ainsi
FHUT CcfHV)
donc
f*l(U*C)CO*O* _ ffl(Ufc)cof c ffl(V)fo.
Or

FHU)™ = =RO(f)(-U) et fHV) ™" =RO()(V).
Finalement, pour tout ouvert U, on a U = |J{V : V < U} par régularité. Ainsi,

oy =Uir vy v=up

donc

o) =t vy v < Uy
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L’inclusion C est une conséquence directe de ce qui vient d’étre montré et l'inclusion O du fait que si
V C U, alors

V) V)T c V) ).
On en déduit directement
oy =Utrt v v <oy
Or
FHU)™ =RO(f)(V),
et
Ui )y v <o = \[{RO(f)(V) : V < U}.

La proposition suivante montre que 589 est un foncteur.

Proposition 2.23. Soient f: X — Y et g: Y — Z des applications continues entre espaces compacts
et séparés, alors RO(go ) = RO(f) *RO(g).

Démonstration. Soit U € RO(Z).
RO(go /)U) = f g~ (U)~°

et

—O0

RO(f) +RO()(U) = (g™ (V) ™) : vV < U})
Procédons par double inclusion. Si V' < U, alors V C V C U donc
g (V)cg (V) c g (U).
L’ensemble g~1(V) est un fermé donc
g V)P cg (V) C gTHU).

Ainsi
0 Rl (i (70) Kl i (/e (%5)
donc

RO(f) * RO(9)(U) C RO(g o f)(U).
Pour ’autre inclusion, il suffit de montrer que
) c Ui v)y ) v = U
Orsiz e f~1 (g 1(U)), alors g(f(x)) € U donc il existe un ouvert régulier V tel que
g(f(x))eVcVcu.

Alors x € f~1(g7*(V)=°)=° avec V < U. [ |

RO est donc bien un foncteur contravariant de la catégorie KHaus dans la catégorie DeV.
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2.2.2 Le foncteur end
Il nous faut maintenant définir un foncteur de DeV dans KHaus.

Définition 2.24. Etant donné une algébre de de Vries B, end(B) désigne lensemble de ses fronds
maximaux. On munit cet ensemble de la topologie ayant pour base {w(a) : a € B} ol

w(a) ={E € end(B):a € E}. (2.4)

Remarque 2.25. L’ensemble end(B) correspond & ’ensemble des points de B dans la catégorie DeV°P.

La proposition suivante montre que les w(a) forment bien une base, et montre quelques propriétés de
la topologie engendrée.

Proposition 2.26. Avec les notations de la définition précédente, on a
Nw(t) =w (/\ T) (2.5)
teT

pour tout T C B fini. En particulier, w(1) = end(B). Ainsi, {w(a) : a € B} est bien une base.

Sia <b, alors w(a)” Cw(b). De plus, w(a)™ ¢ = w(—a). Ainsi les w(a) sont des ouverts réguliers. De
plus
(U w(s)) =w (\/ S) . (2.6)
s€S

En particulier, w(0) = 0. Finalement, les w(a) sont les seuls ouverts réguliers.

Démonstration. On a

Ec(w(t) & WeT tecE « \TcE < Eew(/\T).
teT

Si U est un ouvert, E € U si et seulement si pour tout ¢ € E, on a w(c) NU # (), i.e. il existe un
frond maximal F € U tel que ¢ € F. Ainsi E € U si et seulement si £ C (JU.

Montrons maintenant que a < b implique w(a)”™ C w(b). On a E € w(a)™ si et seulement si £ C
Jw(a). Ca implique que —a € E, car —a ¢ |Jw(a). Ainsi b € F pour tout b € B tel que a < b par la
Proposition Donc F € w(b) et w(a)™ C w(b).

Montrons que w(a)™ ¢ = w(—a). Si E € w(—a), alors E ¢ |Jw(a) car —a ¢ |Jw(a). Ainsi w(-a) C
w(a)™¢ Si E € w(a)~¢, alors F ¢ |Jw(a) donc il existe b € E tel que b ¢ [Jw(a). On a a A b = 0, sinon
il existerait un frond maximal contenant a et b, et on aurait b € | Jw(a). Ainsi b < —a donc —a € E.

Démontrons maintenant I’équation . Montrons d’abord que

w (V) c (Uw(s)>_.

seS

Si E € w(\S),alors pour tout c € E,ona0#cA\ S =\, gcAsdoncil existe s € S tel que cAs # 0.
11 existe alors un filtre F' € w(s) contenant ¢ donc

CEU Uw(s)

s€S
Ainsi E C JU,cgw(s) donc

Ee <Uw(s)>.

ses

Il est évident que (U,cqw(s)) Cw(\/S). Ainsi

o(Vs) < (UYetw) o (V)

ses

—O0
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La conclusion résulte du fait que w (\/ S) est un ouvert régulier.

Nous pouvons maintenant montrer que tous les ouverts réguliers sont des w(a). Considérons un ouvert
régulier U. Alors U = | J{w(a) : w(a) C U} donc

U=U""°= (U{w(a) cwla) C U}) e (\/{a twla) C U}) .

L’espace topologique ainsi défini est un objet de KHaus.
Proposition 2.27. L’espace topologique end(B) est compact et séparé.

Démonstration. Montrons d’abord qu’il est séparé. Si E, F' sont deux fronds maximaux distincts, soit
be E\ F. 1l existe a < b tel que a € E. Comme b ¢ F, on a forcément —a € F par la Proposition
Ainsi E € w(a), F € w(—a) et w(a) Nw(—a) = w(0) = 0.

Avant de montrer que end(B) est compact, nous montrons qu’il est régulier. Si U est un ouvert et
E € U un frond, il existe b € E tel que w(b) C U, puis a < b tel que a € E. Alors

E cw(a) Cw(a)” Cw(b) CU.

Montrons maintenant que l’espace est compact. Soit F une famille de fermés telle que P,QQ € F
implique PNQ € F et § ¢ F. 1l suffit de montrer que (| F # (. Soit

F={aeB:3P € F,b<atel que P C w(b)}.

Montrons que F' est un filtre rond. Sia < cet a € F,on a c € F car b < a < ¢ implique b < ¢. Si
a,a’ € F, alors il existe P,P' € F,b<aet b <a tels que P C w(b) et P’ C w(b'). Alors PN P’ € F,
bAY <aNna et PNP CwbAlY)doncaAad €F. Ainsi F est un filtre.

Sia € F,il existe b < a et P € F tels que P C w(b). Soit ¢ € B tel que b < ¢ < a. Alors ¢ € F
puisque b < ¢, donc F' est bien rond.

Soit F un frond maximal contenant F' (il suffit d’utiliser le lemme de Zorn). Nous allons montrer
que E € [ F. Supposons qu'il existe P € F tel que E ¢ P. Par régularité, il existe b € E tel que
w(b)™ NP =0.Soit a <btel que a € E. On a

P C w(b)™¢=w(-d).
Mais alors —a € F' C E car =b < —a, ce qui contredit le fait que a € F. ]
Il nous reste a définir I'image d’un morphisme par end.
Définition 2.28. Etant donné un morphisme f: A — B d’algébres de de Vries, on définit
end(f): end(B) » end(A) Ew—{ac A: f(b) € E pour un b < a}. (2.7

Remarque 2.29. Si 'on travaille en terme de points, cela revient a associer au point p: B — 2 le
point p* f: A — 2. On en déduit directement que end(f)(E) est un frond maximal si E lest et que

end(g * f) = end(f) o end(g).
Vérifions que end(f) est continu.

Proposition 2.30. Avec les notations introduites précédemment, on a

end(f) " (w(a) = [J w(£ (). (2.8)

En particulier, end(f) est continu.

Démonstration. En effet,

Ecend(f) H(w(a)) <= end(f)(E) € wla) <= ac end(f)(E) < f(b) € E pour un b < a.
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(a) Isomorphie pour RO o end (b) Isomorphie pour end o RO

F1GURE 2.1 — Composition des foncteurs end et RO

2.2.3 Dualité
Nous pouvons maintenant montrer la dualité entre KHaus et DeV.
Théoréme 2.31 (de Vries). La catégorie DeV est duale d la catégorie KHaus.

Démonstration. 11 faut vérifier que end et RO sont inverses I'un de autre. Si B est une algebre de de
Vries, RO (end(B)) est lalgebre des ouverts réguliers de end(B). Remarquons que

w: B— RO(end(B)) a+ w(a)

est un morphisme d’algébres de de Vries. Tout découle de la Proposition [2:26] En effet, elle implique que
w(0) =0 et w(a) Nw(b) = w(aAb). De plus, ~w(—a) = w(a)~*° = w(a) donc a < b implique —w(—a) < b.
Ensuite

w(a) = \/{w(b) :b<a}

car si un frond contient a, il contient un b < a. Finalement, w est surjectif.

C’est une application injective car si a # b, sans perte de généralité a £ b et il existe un frond maximal
contenant a mais pas b, donc w(a) # w(b). Par la Proposition w est un isomorphisme.

Si f: A — B est un morphisme d’algebres de de Vries, on a

RO(end(f))(w(a)) = end(f) " (w(a))™* = {E € end(B) : end(f)(E) € w(a)}~°.

Or, on a
end(f)(E) cw(a) <= a€end(f)(F) < f(b) € Epourunb<a
donc

R0 (end(/)(w(@) = (@) b <ap)  =w (V{F0):b<a}) =w(f(@)

vu l’équation (2.6). Ainsi le diagramme commute.
Si X est un compact séparé, on définit

v: X — end(RO(X))
x> {U e RO(X):z €U}

L’ensemble v(x) est Uensemble des voisinages ouverts réguliers de x, ¢’est un frond maximallﬂ
Soit E € end(RO(X)). Alors

E=({U:Uc¢cE}
puisque pour tout U € E, il existe V € E avec V C U. L’intersection
ﬂ{U :U e B}

est non vide par compacité donc (| E aussi. Pour tout € (| F, on a E C v(z). Ainsi E = v(x) donc v
est surjectif. L’application v est injective car X est séparé et régulier.

2. Le frond v(z) est maximal car si U C V,onaxz € Vouz € U =U~¢ donc V € v(z) ou U € v(z).
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Il est continu car
vl wl)={reX v@)cwl)}={re X :Ucv@)}={rc X :2cU}=U.

Ainsi v est un homéomorphisme entre X et end(RO(X)).
Si f: X — Y est une application continue, on a

end(RO(f))(v(x)) = {U € RO(Y) : RO(f)(V) € v(z) pour un V < U}.

Or,
RO(F)(V) ev(z) <= e RO(f)(V) <= xz € f (V)"

De plus,
ze fHV)° pourun V < U <:>(33) eVpourunV <U < f(z)eU
par régularité. Ainsi
end(RO(f))(v(2)) = {U € RO(Y) : f(x) € U} = v(f ()
donc le diagramme [2.1b| commute. |

Dans sa these, de Vries utilise ce résultat pour résoudre des problemes de compactification. Il appelle
une sous-algebre B de RO(X) basique si les ouverts de B forment une base. Il montre ensuite, entre
autre, que l'espace X est complétement régulier si et seulement si algebre RO (X) admet une sous-
algebre basique. Il montre également que si X est complétement régulier, il existe une correspondance
entre les compactifications de X et les sous-algébres basiques de RO (X).

Par apres, les algebres de de Vries ont été généralisées par les algebres de subordination. Les algebres
de subordination sont également une généralisation des algebres modales, qui permettent une approche
algébrique de la logique modale.

2.3 Dualité de Stone

La catégorie des algebres de Boole completes peut se plonger dans la catégorie des algebres de de
Vries. Dans cette section, nous commencons par caractériser la sous-catégorie de DeV correspondant a
I'image de ce plongement. Nous montrons ensuite que pour la dualité de de Vries, cette sous-catégorie
correspond & la sous-catégorie des espaces de Stone extrémement discontinus (tels que définis en .
En particulier, nous obtenons une preuve de la dualité entre les algebres de Boole completes et les espaces
de Stone extrémement discontinus, ce qui sera utile pour la suite.

2.3.1 Algebres de de Vries et algebres de Boole

Dans cette section, nous décrivons une construction permettant d’associer une algebre de de Vries a
tout algebre de Boole compléte. Ensuite, nous caractérisons les algebres de de Vries s’obtenant de cette
maniere.

Définition 2.32. Etant donné une algébre de Boole compléte B, < est une relation de compingence sur
B. C’est la relation de compingence discreéte.

Si f: A — B est un morphisme d’algebres de Boole, c’est également un morphisme d’algebres de de
Vries entre A et B munis de la relation de compingence discréte.

Définition 2.33. On note cBA la sous-catégorie de BA dont les objets sont les algebres de Boole
completes et dont les morphismes sont les morphismes d’algebres de Boole.

La construction décrite est un plongement de cBA dans DeV. C’est méme un foncteur plein et fidele,
comme nous le verrons par la suite. Evidemment, les algébres de de Vries appartenant & I'image de ce
plongement sont les algebres de de Vries munies de la relation de compingence discrete. Nous donnons
donc une condition nécessaire et suffisante pour que la relation d’'une algebre de de Vries soit discrete.

3. En effet, si f(z) € V alors z € f~1(V) C f~!(V)~°. Réciproquement, si z € f~*(V)~°, prenons W un ouvert
régulier tel que V < W < U. Alors x € f~1(V)~° C f~1(V)° C f~H(W).
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Proposition 2.34. Soit B une algebre de de Vries. La relation de compingence est la relation discréte
si et seulement si a < a pour tout a € B.

Démonstration. Si la relation est la relation discréte, alors a < a pour tout a € B puisque a < a pour
tout a € B.

Si a < a pour tout a € B, il faut montrer que a < b <= a < b pour tous a,b € B. Par définition
d’une relation de compingence, il est évident que a < b implique a < b. Réciproquement, si a < b, comme
a < a, on a également a < b. |

Définition 2.35. Une algebre de de Vries est discréte si sa relation de compingence est la relation
discrete, i.e. si a < a pour tout a.

Nous avons savons qu’un morphisme d’algebres de Boole est également un morphisme d’algebres de
de Vries discrete. Montrons la réciproque.

Proposition 2.36. Soient A, B des algebres de de Vries discrétes. Tout morphisme d’algébres de de
Vries f: A — B est un morphisme d’algébres de Boole.

Démonstration. 1l suffit de prouver que pour tout a € A, on a f(—a) = —f(a). D’une part, on a

fla) A f(=a) = flaA—a) = f(0) =0
donc f(—a) < =f(a). D’autre part, a < a donc —f(—a) < f(a), ce qui implique —f(a) < f(—a). [ |

Ainsi une application f: A — B est un morphisme d’algebres de Boole compléete si et seulement si
Papplication f: A — B est un morphisme d’algébres de de Vries discréte. Ainsi le plongement est égal a
I’identité sur les morphismes, il est donc plein et fidele.

Définition 2.37. On note dDev la sous-catégorie de DeV dont les objets sont les algebres de de Vries
discretes et dont les morphismes sont les morphismes d’algebres de de Vries.

Nous avons donc montré que les catégories cBA et dDeV sont isomorphes. A une algébre de Boole B
est associée l'algebre de de Vries discrete B munie de la compingence < et a une algebre de de Vries B est
associée ’algebre de Boole B obtenue en oubliant la compingence. Ces deux constructions sont inverses
I'une de l'autre. Comme les morphismes sont les méme dans ces deux catégories, elles sont isomorphes.

2.3.2 Dualité pour les algebres discretes

Dans cette section, nous allons montrer que la dualité de de Vries fournit une correspondance entre
les algebres de de Vries discretes et les espaces compacts, séparés et extrémement discontinus. Ainsi,
si eKHaus désigne la sous-catégorie de KHaus dont les objets sont les espaces compacts, séparés et
extrémement discontinus et dont les morphismes sont les fonctions continues, les catégories dDeV et
eKHaus sont duales.

En se rappelant que les algebres de de Vries discretes sont en correspondance avec les algebres de
Boole compléetes, nous en déduisons une dualité entre cBA et eKHaus. Nous montrerons que cette
dualité est un cas particulier de la dualité de Stone. Nous commengons par montrer la correspondance
entre eKHaus et dDeV.

Proposition 2.38. Un espace topologique compact et séparé X est extrémement discontinu si et seule-
ment si lalgébre de de Vries RO(X) est discréte.

Démonstration. Si X est extrémement discontinu, alors pour tout ouvert U, on a U™° = U. Or, pour
tout ouvert régulier, U~° = U donc U = U, ce qui implique U < U.

Réciproquement, si U = U pour tout ouvert régulier, alors F°~ = F° pour tout fermé puisque F°
est un ouvert régulier. En passant au complémentaire, on a U~™° = U pour tout ouvert U. Autrement
dit, pour tout ouvert U, le fermé U est ouvert. |

Dans une algebre de de Vries discrete, tous les filtres sont ronds. Ainsi, les fronds maximaux sont
exactement les ultrafiltres de 1'algebre de Boole associée. Ainsi, la restriction & ¢cDeV du foncteur end
n’est rien d’autre que la restriction & cBA du foncteur 41

Dans un espace compact, séparé et extrémement discontinu, un ouvert est régulier si et seulement si
il est fermé. Ainsi, a nouveau, les restrictions & eKHaus des foncteurs RO et OF coincident.
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Chapitre 3

Espaces de (Gleason

Nous allons maintenant montrer une équivalence entre deux catégories d’espaces topologiques. Dans
la premiére section, nous nous intéressons a un probléme universel et montrons une condition nécessaire
et suffisante pour qu’un espace soit solution de ce probleme. Ces considérations menent a la définition
de couverture de Gleason, qui sera présentée par la suite. Dans la deuxiéme section, nous verrons un
début d’équivalence entre les espaces de Gleason et les espaces compacts et séparés. Cette équivalence
est complétée en une équivalence de catégorie dans la troisiéme section.

3.1 Espaces projectifs

Nous commencons par considérer un probleme universel dans une catégorie quelconque. Ensuite, nous
considérerons ce probléme dans la catégorie des espaces séparés et dans la catégorie des espaces compacts
et séparés. Nous démontrerons ensuite un théoréeme de Gleason, qui caractérise les solutions du probléme
dans KHaus. Les résultats de cette section proviennent de [11].

Pour énoncer le probleme universel, nous devons d’abord généraliser la notion de surjection a une
catégorie quelconque.

Définition 3.1. Un morphisme f: X — Y d’une catégorie est un épimorphisme si pour tous morphismes
g,h: Y — Z, égalité go f = ho f implique g = h.

Ezemple. Dans Top, les épimorphismes sont les fonctions surjectives. En effet, si f: X — Y est une
fonction surjective, on a bien gof = ho f qui implique g = h pour tous g,h: Y — Z. Deplus,si f: X - Y
est un épimorphisme, considérons ¢g: Y — {0,1} la fonction caractéristique de f(z) et h: Y — {0,1} la
fonction constante 1. Si {0, 1} est muni de la topologie triviale, les fonctions g et h sont continues donc
Pégalité go f = ho f implique g = h. Comme ¢ est la fonction caractéristique de f(X), ¢a implique
f(X)=Y.

Nous pouvons maintenant formuler la définition d’objet projectif.

Définition 3.2. Un objet X d’une catégorie K est projectif si pour tout épimorphisme f:Y — Z et
tout morphisme g: X — Z, il existe un morphisme h: X — Y tel que g = foh, i.e. tel que le diagramme
B commute.

Nous allons étudier ce probléeme dans le cas ou la catégorie K considérée est une sous-catégorie de
Haus, la catégorie des espaces séparés. Si la catégorie K possede certaines propriétés, nous pouvons
donner une condition nécessaire pour qu’un espace soit projectif.

X

|
|
ih
|
!

v

y — 1§z

FIGURE 3.1 — Objet projectif
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Théoréme 3.3 (Gleason). Si K est une sous-catégorie de Haus telle que
(i) Uespace discret {p,q} est un objet de K,

(i) si X est un objet de K, alors l'espace produit X x {p, q} est un objet de K et la projection sur X
est un morphisme de K,

(iii) si X est un objet de K et Y un fermé de X, alors Uespace Y est un objet de K et linclusion est
un morphisme de K,

alors tout espace projectif est extrémement discontinu.

Démonstration. Soient X un espace projectif et U un ouvert de X. Nous devons prouver que U est
ouvert.
Nous travaillons dans I’espace X x {p, ¢}, la projection est 7: X x {p,q} — X. Considérons le fermé

Y =U°x{p}uU x {q}

et inclusion ¢: Y — X X {p,q}. L’application 7 0¢: Y — X est continue et surjective donc il existe
h: X - Y tel queid =7o0r0h.

id

< mmgreen

S

L’application 7 o ¢ restreinte & U x {q} est injective donc h(x) = (x,q) si x € U. Ainsi
Uch YU x {q}).
Comme U x {q} est fermé, on a méme
Uch (U x{q}).
Pareillement, 1’application 7 o ¢ restreinte & U¢ x {p} est injective donc h(x) = (z,p) si # ¢ U. Ainsi
0 = h='(0 x {q}).
Or U x {q} est ouvert dans Y donc U est ouvert. [ |

Ce résultat reste valide si on considere le probléme universel dans la catégorie des espaces compacts
et séparés.

Corollaire 3.4. Dans la catégorie KHaus, un espace projectif est extrémement discontinu.

Démonstration. 11 suffit de vérifier les conditions du théoréme précédent. L’espace {p, q} est compact et
séparé, le produit de deux compacts séparés est compact et séparé et tout sous-espace fermé d’un espace
compact et séparé est compact et séparé. |

3.1.1 Une condition suffisante

Notre but ici est de démontrer la réciproque du résultat précédent. Nous commencons par trois
résultats préliminaires.

Définition 3.5. Une application 7: T — X est irréductible si elle est surjective et si 7(E) C X pour
tout fermé £ C T.

Lemme 3.6. Soient X et S des espaces compacts et séparés et 7: S — X wune surjection continue. Il
existe un ferméT de S tel que 7: T — X est irréductible.
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Démonstration. Appliquons le lemme de Zorn pour trouver un élément 7" minimal pour la propriété
7(T) = X parmi les fermés de S. Il suffit de montrer que I’ensemble des fermés ayant cette propriété est
inductif. Soit (7;);cs; une chaine. Alors d’une part (), _; T; est fermé et minore les T;. D’autre part, pour
tout x € X, la famille de fermés

iel
-1
(T;N T~ (2))ier
est une suite décroissante de fermés non vides donc

(@ (z) = (ﬂ T) N7~ '(z)

i€l iel

T (QT) = X.

Lemme 3.7. Soient X et T des espaces compacts et séparés et p: T — X wune application continue
irréductible. Si U est un ouvert de T, on a

p(U) C (X \ p(U%))™. (3.1)

Démonstration. C’est trivial si U est vide. Sinon, soient = € p(U) et V un voisinage ouvert de z. Il suffit
de montrer que V N (X \ p(U°)) est non vide.
Comme U N p~1(V) est un ouvert non vide,

est non vide. Cela montre que

p(T\ (UNp~H(V))) € X.

Prenons
y & p(T\(UNp (V).

Alors d'une part y € p(U€). D’autre part, comme p est surjectif, il existe z tel que p(z) = y avec
z€p 1 (V). Ainsiy € p(p~(V)) C V donc

y € VN (X\p(U)).
]

Lemme 3.8. Soient X un espace compact extrémement discontinu et T" un espace compact et séparé. Si
p: T — X est une application continue irréductible, alors p est un homéomorphisme.

Démonstration. 1l suffit de montrer que p est injectif. Supposons que x,y € T sont deux points distincts
tels que p(x) = p(y). Soient U,V des ouverts disjoints tels que x € U et y € V. Les ensembles

X\p(U?) et X\ p(V?)
sont ouverts et disjoints car T'=U°U V*°.
(X\p(U)" et X\ p(V°)
sont disjoints car X \ p(V¢) est ouvert et
(X\pU))" et (X\p(V))"

sont disjoints car (X \ p(U€))~ est ouvert. Or, par le lemme précédent, p(x) = p(y) est un point commun
a ces deux ensembles. |

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat principal.

Théoréme 3.9 (Gleason). Dans la catégorie KHaus, un espace extrémement discontinu est projectif.
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Démonstration. Soient X un espace compact, séparé et extrémement discontinu, Y et Z des espaces
compacts et séparés, f: Y — Z une surjection continue et g: X — Z une application continue.
Dans X x Y, considérons le sous-espace

S = {(z,y) : () = FW)}.

Cet ensemble est fermé donc compact. Comme f est surjectif, la projection 7 : S — X est surjective.
Par le Lemme m il existe T C S tel que 71: T — X est irréductible.

Soit p la restriction de 7 a T. Par le Lemme p est un homéomorphisme. Posons h = m 0 p~ !, ot
79: X XY — Y est une projection. Alors h convient. En effet, si x € X, alors

foh(z) = f(ra(p™ (x))) = g(ri(p™*(2))) = g(2),
par définition de S. |

3.1.2 Couvertures de Gleason

Maintenant, nous allons montrer que tout espace compact et séparé est 'image continue d’un espace
projectif compact. Plus précisément, nous allons démontrer le résultat suivant.

Théoréme 3.10 (Gleason). Etant donné un espace compact et séparé X, il existe un espace compact,
séparé et projectif)A( et une application continue irréductible m: X > X. La paire ()A(,W) est unique a
isomorphisme pres, dans le sens ot si ()?’,71") est une autre paire, alors il existe un homéomorphisme
p: X' — X tel que ' =1 op.

Nous verrons a la section suivante que ce résultat induit une équivalence entre les objets de KHaus et
les espaces de Stone extrémement séparés.

Pour construire I'espace de X, on considére I'espace de Stone de RO(X), i.e. 'ensemble des ultrafiltres
d’ouverts réguliers.

Définition 3.11. Etant donné un espace régulier X, nous savons que RO (X) est une algebre de Boole
compléte. Nous appelons filtre sur X un filtre de RO(X). Nous parlerons également d’ultrafiltre sur X
si le filtre est maximal.

Pour définir la fonction 7, nous définissons une notion de convergence pour un ultrafiltre.

Définition 3.12. Etant donné un point = d’un espace régulier, v(x) désigne le filtre de ses voisinages
ouverts réguliers. Il s’agit d’une base de voisinages.

Un filtre F' sur un espace régulier X converge vers z € X, noté F — z, si v(z) C F. Nous dirons
également que x est une limite de F.

Bien que nous ne rentrons pas dans les détails ici, nous mentionnons tout de méme que la notion de
convergence pour les filtres est une généralisation de la convergence de suite. En fait, les filtres sont des
objets étudiés en topologie classique et leur utilisation permet de démontrer des résultats forts, tel que
le théoréme de Tychonoff (voir par exemple [5]).

Proposition 3.13. Un filtre propre sur un espace séparé et régulier admet au plus une limite.

Démonstration. Supposons que F — z et F — y avec & # y. Alors, il existe U € v(x) et V € v(y)
disjoints. On a U,V € F donc UNV =0 € F, or F est propre. [ |

Proposition 3.14. Un ultrafiltre sur un espace compact et régulier admet au moins une limite.
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Démonstration. Soit F' un ultrafiltre sur un espace compact X et supposons qu’il n’admet aucune limite.
Alors pour tout z € X, il existe un ouvert U, € v(z) tel que U, € F. Ainsi

x= v

r€EX
et par la compacité, il existe z1,...,z, € X tels que
X=Uy U---UUy,.
Or le filtre F' est un ultrafiltre et U,,,...,U,, € F donc X ¢ F, ce qui est absurde. |
Corollaire 3.15. Un ultrafiltre sur un espace compact et séparé admet une unique limite.
Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le Théoreme

Existence. Soit X lespace de Stone de l'algebre de Boole compléte RO (X). L’espace X est compact,
sépar¢ et extrémement discontinu donc c’est un espace projectif. Un élément de X est un ultrafiltre sur
RO(X). Si F' € X, on définit 7(F) € X comme étant 1'unique limite de F. L’application 7 est une
surjection car pour tout € X, v(z) est un filtre propre donc est contenu dans un ultrafiltre F' € X. On
a alors w(F) = x.

Montrons que 7 est continu. Soient U un ouvert de X et F' € 7=1(U). Prenons V un ouvert régulier
tel que m(F) € V et V C U. Posons

W=uvlV)={GeX:VeaG).

C’est un ouvert. De plus, G € W implique 7(G) € V C Ulﬂ Ainsi, F € W C 7= 1(U) donc ¢ est continu.
Montrons maintenant que 7 est irréductible. Soit F un fermé propre de X. L’espace X posséde une

base d’ouverts-fermés donc il existe un ouvert-fermé U disjoint de F. Par le théoréme de dualité de Stone,
il existe V' € RO(X) non vide tel que

U=v(V)={GeX:VeG}
De plus, 7(G) € V implique V € G donc G € U. Ainsi,

m(E) cn(U°) Cc Ve CX.

Nous pouvons maintenant démontrer ['unicité.

Unicité. Supposons avoir une paire (X', 7’) satisfaisant aux conditions de I’énoncé. Comme X' est pro-
jectif et 7 est surjectif, il existe une application

pr X' = X
telle que ' = o p. L’ensemble p()/(\' ") est compact donc fermé. Comme
r(p(R") = 7(X') = X,
on a p()?’) = X vu lirréductibilité de m, donc p est surjectif. Pour tout fermé propre F de )?’7 on a
r(p(E)) = ©'(E) € X

vu lirréductibilité de 7’. Ainsi p(E) C X. Par le Lemme p est un homéomorphisme. [ |

1. Si w(G) = z, alors v(x) C G donc tout éléments de v(x) a une intersection non vide avec V € G.

30



3.2 Equivalence de Gleason

Les résultats de la section précédente nous incite a définir une catégorie d’espaces de Gleason. Nous
définissons ici les objets. Nous montrer ensuite un équivalence entre les espaces de Gleason et les objets
de KHaus.

Définition 3.16. Une relation R C X x Y entre deux espaces topologiques est fermée si 'ensemble R
est un fermé de X x Y pour la topologie produit.

Définition 3.17. Une relation d’équivalence = sur un espace topologique X est irréductible si 'ap-
plication quotient k: X — X/= est irréductible, i.e. si pour tout fermé propre E de X, I'ensemble

=[F]={z€X:x=ypouruny€ E} (3.2)
est un fermé propre de X.

Définition 3.18. Un espace de Gleason est un espace compact, séparé et extrémement discontinu X
muni d’une relation d’équivalence = fermée et irréductible.

3.2.1 Le foncteur Q

Nous allons montrer qu’a tout espace de Gleason correspond un espace compact et séparé, obtenu en
passant au quotient.

Proposition 3.19. Si X est un espace de Gleason, alors X/= est un espace compact et séparé. De plus,
si k désigne Uapplication quotient, alors (X, k) est la couverture de Gleason de X/=.

Démonstration. L’espace X/= est compact car image continue d’un compact. Montrons qu'il est séparé.

Remarquons d’abord que I’application k est fermée. En effet, si F est un fermé, il est compact. Alors
k~1(k(E)) est la projection sur la deuxiéme composante de (E x X) N =, qui est compact. Ainsi la
projection est compacte donc fermée.

Soient [z] et [y] des points distincts de X/=. Alors [z] et [y] sont des fermés disjoints de X, car
[z] = k1 (k(z)) et [y] = k(k(y)). Ainsi, il existe des ouverts disjoints U et U’ contenant respectivement
[x] et [y]. Les ouverts

V =k KU et V' =r 1 r(U®))E

sont disjoints et contiennent respectivement [z] et [y]. Comme V et V' sont des unions de classes d’équi-
valence, on a

K w(V) =V et v Hw(V)) =V

Ainsi, k(V) et x(V') sont des ouverts disjoints contenant respectivement [z] et [y], ce qui montre que
X/= est séparé.
Tl est évident que (X, k) est la couverture de Gleason de X/= puisque k: X — X/= est irréductible. H

Nous avons donc une des deux directions de I’équivalence.

Définition 3.20. Etant donné un espace de Gleason X, on note 0(X) l'espace compact et séparé X/=.

3.2.2 Le foncteur &

Nous allons maintenant montrer qu’a tout espace compact et séparé correspond un espace de Gleason,
obtenu en considérant la couverture de Gleason. Nous aurons pour cela besoin du théoreme d’isomorphie
pour les espaces compacts et séparés.

Définition 3.21. Etant donné une application f: X — Y, on définit une relation d’équivalence ker f
sur X par

ker f = {(z,y) € X*: f(z) = f(y)}. (3.3)

Théoréme 3.22 (Isomorphie). Si f: X — Y une application continue entre deux espaces compacts et
séparés, alors X/ker f et f(X) sont des espaces topologiques compacts et séparés homéomorphes.
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Démonstration. Soit k: X — X/ker f 'application quotient. L’espace X/ker f = x(X) est compact car
image continue d’un compact. L’espace f(X) est séparé car sous-espace d'un espace séparé.
L’application f se factorise en f ok ou f est une bijection définie par

foX/ker f — f(X) [a] = f(a).
Si U est ouvert, alors
R () = o)
est ouvert par continuité de f donc f ~L(U) est ouvert par définition de la topologie quotient. Ainsi f est
une bijection continue d’un espace compact dans un espace séparé donc est un homéomorphisme. |
Ce théoreme permet de compléter I’équivalence.

~

Proposition 3.23. Si X est un espace compact et séparé dont (X, ) est la couverture de Gleason, alors

X muni de la relation d’équivalence ker m est un espace de Gleason. De plus, )?/ ker w est homéomorphe
a X.

Démonstration. La relation ker 7 est fermée Ainsi ()A( ,ker 1) est un espace de Gleason. Par le théoréme
d’isomorphie, X est homéomorphe au quotient X/ ker 7. Comme 7 est irréductible, 'application quotient
k: X — X /kerw est également. [ |

Nous avons maintenant la seconde direction de ’équivalence.
Définition 3.24. Etant donné un espace compact et séparé X, on note &(X) l'espace de Gleason X
muni de la relation ker 7.

3.2.3 Equivalence

Nous montrons maintenant que les foncteurs £ et & sont inverses I'un de l'autre.

Définition 3.25. Deux espaces de Gleason X et Y sont isomorphes s’il existe un homéomorphisme
p: Y — X tel que pour tous y,y’ € Y, on a y =3/ si et seulement si p(y) = p(y').

Théoréme 3.26. Si X est un espace de Gleason, alors &(Q(X)) est isomorphe ¢ X.
Si X est un espace compact et séparé, alors Q(B(X)) est homéomorphe ¢ X.

Démonstration. Soient X un espace de Gleason,
k: X = Q(X)

I’application quotient et
m: B(Q(X)) = Q(X)
la couverture de Gleason. On sait que (X, k) est la couverture de Gleason de Q(X). Ainsi, il existe un
homéomorphisme p: &(Q(X)) — X tel que ™ = k o p. Alors,
(2,9) € kerm = m(z) = 7(y) <= K(p(x)) = K(p(y)) <= (p(), ply)) € ker k.

On en déduit que X et &(Q(X)) sont isomorphes.
Si X est un espace compact et régulier et (X, ) sa couverture de Gleason, alors Q(&(X)) = X/ kerw
est homéomorphe & X. L’homéomorphie est donné par

n: X - QAB(X)) z—=71 ) et 7:QGX)) =X [r]~ ().

2. Comme X est séparé et kerm = {(z,y) € X2 : n(z) = n(y)}, si (z,9) & kerm, il existe U et V disjoints tels que
m(z) € U et m(y) € V. Alors 7~ 1(U) x 7~1(V) est un ouvert disjoint de ker 7 contenant (z,y).
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3.3 Dualité avec les algebres de de Vries

En combinant ’équivalence de la section précédente a la dualité du chapitre précédent, on sait que
les espaces de Gleason sont en correspondance avec les algebres de de Vries. Dans cette section, nous
présentons une preuve directe de ce résultat. Les résultats présentés dans cette section proviennent de
14].

Nous avons vu, dans la derniére section du chapitre précédent, que les foncteurs U et OF donne
une correspondance entre les algébres de Boole completes et les espaces compacts, séparés et extréme-
ment discontinus. Nous montrons maintenant que les relations de compingence sur une algebre sont en
correspondance avec les relations fermées irréductibles sur son espace dual.

La dualité peut en fait étre démontrée dans un cadre plus général, que nous exposons ici. Pour
cela, nous devons définir une propriété additionnelle des relation de compingence. Toute relation de
compingence < satisfait

(DV4’) a,b < ¢ implique a Vb < c.
Cependant, nous verrons que 1’on peut montrer une dualité en utilisant uniquement [[DV1)] [(DV2)} [[DV4)
et

3.3.1 Le foncteur 4

Nous montrons ici que le foncteur 4 peut étre utilisé pour construire un espace de Gleason a partir
d’une algebre de de Vries. Nous commencons par introduire une notation.

Définition 3.27. Etant donné un élément a € B d’une algébre de de Vries, on définit le filtre
tfa={b€ B:a < b}. (3.4)
Définissons maitenant une relation d’équivalence sur 4(B).

Définition 3.28. Etant donné une algébre de de Vries B, on définit une relation = sur {(B) par = =y
si pour tout a € x, on a
fr Cy, (3.5)

ot fx désigne I'ensemble | J, ., Ta.

Il faut bien siir montrer que cette relation est fermée, qu’il s’agit d’une relation d’équivalence et
qu’elle est irréductible. Nous commencgons par montrer qu’elle est fermée. Pour ce faire, la définition et
le lemme qui suivent nous seront utiles.

Définition 3.29. Etant donné une relation R C X x Y entre deux ensembles,on définit I’image par R
de S C X comme étant
RS|={yeY |3z e S:z Ry} (3.6)

Pareillement, on définit la préimage par R d’un ensemble S C Y par
RYS]={reX|TyecS:a Ry} (3.7)

Remarque 3.30. Si R est le graphe d’une application f, les images et préimages par R correspondent aux
images et préimages par f.

Lemme 3.31. Soit R C X XY une relation entre deux espaces compacts et séparés. Les conditions
sutvantes sont équivalentes.
(i) R est fermé,
(ii) pour tous fermés F C X et G CY, R[F] et RG] sont fermés,
(iii) pour tous AC X et BCY, R[A]” C R[A™] et R™'[B]” Cc R7'[B],
(iv) si(z,y) € R, il existe des ouverts U de X etV deY tels quex € Ujy € V et RIU|NV = 0.
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Démonstration. (i) = (ii). Il suffit de remarquer que R[F] est la projectionﬂ sur Y de (F'xY)NR (qui
est fermé) et R71[G] la projection sur X de (X x G) N R.

(i) = (iii). C’est évident. Les ensembles R[A~] et R~![B~] sont fermés et contiennent respectivement
R[A] et R7'[B] donc contiennent également leurs adhérences respectives.

(iii) = (iv). Supposons que ce n’est pas la cas. Alors, pour tout ouvert U voisinage de z, on a
R[U] NV # 0 pour tout voisinage V' de y donc

y € R[U]” C R[U™].
C’est équivalent a -
UnR 'y #0.

Comme X est régulier, U N R~![y] # () pour tout voisinage U de x est équivalent & U N R~ [y] pour tout
voisinage U de z. Ainsi
zeR7yI” ¢ R [{y} 7] =Ry},

donc (z,y) € R.
(iv) = (i). On a R[U]NV = ( si et seulement si U x V et R sont disjoints. Le point (iv) indique donc
exactement que R® est ouvert. |

Nous pouvons maintenant montrer que la relation = définie par I’équation (3.5)) est fermée.

Proposition 3.32. Si B est une algébre de Boole munie d’une relation <, alors la relation = sur U(B)

définie par (3.5) est fermée.
Démonstration. Si (z,y) € =, alors fa ¢ y donc il existe a,b € B tels que a < b, a € x et b & y. Posons
U=v(a)={z€U(B):ac€z}
et
V=vb)={2eUB):b¢gz} =v(-d).

OnazxzeU,yeVet=[U] Cuvb), qui est disjoint de V. Nous pouvons conclure en utilisant le lemme
précédent. |
Remarque 3.33. Remarquons que dans la démonstration précédente, nous n’utilisons aucune des proprié-

tés de la relation <. Nous devrons cependant utiliser ces propriétés pour montrer la dualité.

Attelons-nous maintenant & démontrer que la relation = est une équivalence.

Proposition 3.34. Soit B est une algébre de Boole munie d’une relation <. On considére la relation =
sur W(B) définie par (3.5).
(i) Sila relation < satisfaz't alors la relation = est réflexive.
(ii) Si la relation < satisfaz’t alors la relation = est symétrique.
(#ii) St la relation < satisfaz't alors la relation = est transitive.

Démonstration. (i) C’est évident, implique que T C z pour tout filtre x.

(ii) Siz =y, on a fa C y. Soit b € 1y, il existe a € y tel que a < b. Supposons que b & x. Alors —b € x
donc —a € fx puisque —b < —a. Mais alors —a € y, ce qui est absurde puisque a € y.

(iii) Siz =y et y = z, alors fx C y et fy C 2z donc 11z C z. Or
fta={ceB:a<b<cpourunb}={c€ B:a<c}=1%x.

Ainsi fx C z donc z = 2.

Finalement, montrons que = est irréductible si < est une relation de compingence.

3. Comme nous travaillons dans des espaces compacts et séparés, les projections sont fermées car I'image d’un compact
est compact.
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Proposition 3.35. Si B est une algébre de de Vries, la relation d’équivalence fermée = sur U(B) est
irréductible.

Démonstration. Il reste & montrer que si < satisfait en plus de toutes les autres conditions, alors
la relation d’équivalence = est irréductible.
Soit E un fermé propre de i(B). L'ouvert E¢ est non vide donc il existe a € B tel que a # 0 et
v(a) C E°. Soit b € B tel que b # 0 et b < a. Comme v(b) # 0, il suffit de montrer que =[E] Nwv(b) = 0.
Supposons avoir z € E et y € v(b) tel que z = y. Alors « ¢ v(a) donc a € x, ce qui implique —a € z.
Ainsi, —b € fa C y donc —b € y. Cela contredit le fait que y € v(b). [ |

Ainsi, & tout algebre de de Vries B, on associe un espace de Gleason LU(B).

3.3.2 Le foncteur OF

Nous montrons maintenant que le foncteur 9§ peut étre utilisé pour construire une algebre de de
Vries a partir d’un espace de Gleason.

Définition 3.36. Etant donné un espace de Gleason X, on définit une relation < sur OF(X) par
U<V s =[UlcCV. (3.8)

Il est clair que la relation < ainsi définie vérifie[[DVT)], [[DV3)] [[DV4)|et [DV4’)] Montrons qu’il s’agit
d’une relation de compingence.

Proposition 3.37. Soit X un espace de Stone muni d’une relation =. On considére la relation < sur
OF(X) définie par (3.8).
(i) Si la relation = est réflexive, alors < satisfait .
(ii) Si la relation = est symétrique, alors < satisfait[(DV5)
(iii) Si la relation = est transitive, alors < satisfait[(DV6)

Démonstration. (i) C’est évident car U C =[U].
(ii) Si =[U] C V, alors

="V cu-
Comme = est symétrique,
="V ==V
donc V¢ < U°.
(iii) SiU <V, alors =[U] C V. L’ensemble =[U] est fermé et V est ouvert donc il existe un ouvert-fermé
W tel que
=UlcWCV.

Les ensembles =[U] et =~ }[W¢] sont disjoints. En effet, supposons qu'il existe
ye=[Un="1we].

Alors il existe x € U et z € W€ tels que x = y et y = 2z, mais alors = z, ce qui est impossible
puisque =[U] et W* sont disjoints.

Ainsi, on a
=Ulc=" W =w'.

De plus, part définition de W', on a

=W1lcwcV.

Soit W un ouvert-fermé tel que
=[U]cW" cw'.

Alors U < W" et =[W"] Cc =[W'] C V donc W" < V.
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Finalement, montrons que < satisfait [(DV7)|si = est une relation d’équivalence irréductible.

Proposition 3.38. i X est un espace de Gleason, la relation < définie sur DF(X) est une relation de
compingence.

Démonstration. Montrons que < satisfait [[DV7)l Si U # @, I'irréductibilité de = implique que
=[U°] ¢ X.

Comme c’est un fermé, il existe V € OF(X) tel que V # @ et =[U°] C V. Ca implique directement
="1[V] C U donc V < U puisque = est symétrique. m

Ainsi, & tout espace de Gleason X, on associe une algebre de de Vries OF(X).

3.3.3 Dualité

Nous devons maintenant montrer que pour tout algebre de de Vries B, 'algebre OF(LU(B)) est iso-
morphe & B et que pour tout espace de Gleason X, I'espace U(OF(X)) est isomorphe a X.

Par la dualité de Stone, nous savons déja que les algebres B et OF(U(B)) sont isomorphes en tant
qu’algebres de Boole. Il reste donc a démontrer la propriété suivante. Nous n’avons pas encore utilisé les
propriétés (DV1)} [(DV3)} [((DV4)|et |(DV4’)] Nous les utilisons ici.

Proposition 3.39. Si B est une algébre de de Vries et v est lisomorphisme canonique entre B et
OF(U(B)), alors a < b si et seulement si v(a) < v(b).

Démonstration. Si a < b, alors pour tout filtre z € v(a), on a b € Tz donc =[z] C v(b). Ainsi, on a bien
v(a) < v(b).

Sia £b, alors b € fa. Comme < satisfait [DVI)} [DV3)] et [DV4)] I’ensemble ta est un filtre donc
il existe un ultrafiltre = tel que fa C x et b &€ x. Montrons qu’il existe un ultrafiltre y tel que a € y et
fy C x. Si y est un tel ultrafiltre, on a y € v(a) donc z € =[v(a)] et & v(b) donc v(a) A v(b).

Soit

P ={y:yest un filtre,a € y, fy C z.

Le filtre {b € B : a < b} appartient & P donc P est non vide. Il est aisé de voir que P est inductif. Ainsi,
par le lemme de Zorn, il existe un filtre y maximal dans Z. Montrons que y est un ultrafiltre.
Supposons qu’il existe ¢ € B tel que ¢,—¢ &€ y. Soient Fy et Fy les filtres engendrés par y U {c}
et y U {—c}, respectivement. Ils sont strictement plus grands que y donc n’appartiennent pas a Z, i.e.
TF, 1 Fy ¢ x. Ainsi il existe di,ds € y et e1,e0 & x tels que cAdy < e1 et 7cAdy < eq. Alors par

(eNdy)V (meNdz) <erVes.

Or
(C/\ dl) vV (_‘C/\ dg) = (C\/ —|C) N (C\/ dg) A (dl V _'C) N (d1 \Y dg)

Comme ¢V —c=1,dy <cVds,di <diV-cetdy,do <diVda,ona(cAdy)V(—cAds) €y. Puisque
fy Cx,onae;Vey €x, cequiest impossible car z est un ultrafiltre et e1, es & x. |

A nouveau par la dualité de Stone, nous savons que les espaces X et U(OF(X)) sont homéomorphes
en tant qu’espaces topologiques. Il reste donc a démontrer la propriété suivante. Nous n’avons par encore
utilisé le fait que = est fermé mais nous 1'utilisons ici.

Proposition 3.40. Si X est un espace de Gleason et v est I’homéomorphisme canonique entre X et
U(OF(X)), alors x =y si et seulement si v(z) = v(y).

Démonstration. Si x = y, il faut montrer que fr(z) C v(y). Soit U € fv(x). 1l existe un ouvert-fermé
Vev() telque V<U,ie. z €V et =[V]CU. Ainsi y € U donc U € v(y).

Siz # y, puisque = est fermé, il existe des ouverts-fermés U et V tel que z € U,y € V et =[U]NV = .
Posons W = V¢ on a =[U] € W donc U < W. Or U € v(x) donc V € fv(z) et W & v(y). Ainsi

v(x) # v(y). L
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Gle

KHaus m———— DeV

FIGURE 3.2 — Equivalence et dualités entre KHaus, Gle et DeV.

Nous avons donc montré une dualité entre les espaces de Gleason et les algébres de de Vries. 11 est
intéressant de remarquer que pour tout espace compact et séparé X, les espaces &(X) et U(RO(X))
sont identiques. En particulier, le diagramme commute.

Proposition 3.41. Si X est un espace compact et séparé, alors les espaces de Gleason &(X) et U(OF(X))
sont identiques.

Démonstration. D’une part, on sait que &(X) est 'espace des ultrafiltres de 39O (X ) muni d’une relation.
11 suffit donc de montrer que la relation sur &(X) est la méme que sur LU(RO(X)).

Deux ultrafiltres E, F' sur RO(X) sont équivalents sur &(X) s’ils admettent la méme limite. Ils sont
équivalents sur U(OF(X)) si 1E C F. Montrons que ces deux notions sont les mémes.

Tout découle du fait que si E converge vers z, alors 1E = v(z). En effet, si U € v(x), il existe par
régularité V € v(z) tel que V C U. Comme V € v(x), on a V € E donc U € 1 E. Réciproquement, si
U€tE, il existe V € E tel que V C U. Pour tout W € E,ona VNW # () donc x € V C U. Ainsi
U € v(x). [ |

Remarque 3.42. 11 est également possible de définir des morphismes pour les espaces de Gleason. Ces
morphismes sont obtenus en adaptant les propriétés des morphismes dans DeV, afin d’obtenir une
dualité. Cependant, leur définition n’est pas treés intuitive. De plus, la composition de ces morphismes
est définie via la composition de DeV et ne peut pas s’exprimer simplement.

Nous présenterons dans le chapitre suivant de nouvelles catégories, basée sur les catégories du dia-
gramme [3.2] plus générales et pour lesquelles il existe une équivalence beaucoup plus naturelle.
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Chapitre 4

Prémorphismes et relations fermées

Dans ce chapitre, nous commencons par définir des morphismes entre espaces de Gleason et montrons
une équivalence avec une catégorie d’espaces compacts et séparés. Nous généralisons ensuite le théoreme
d’Isbell & cette nouvelle catégorie d’espaces séparés.

4.1 Relations fermées

Dans le chapitre précédent, nous avons établi une correspondance entre les espaces de Gleason et les
espaces compacts et séparés. Dans cette section, nous étendons cette correspondance en une équivalence
de catégories.

4.1.1 Stabilité, composition

Rappelons qu'un espace de Gleason est un espace compact, séparé et extrémement discontinu muni
d’une relation d’équivalence fermée et irréductible.

Il est possible de montrer qu’a chaque fonction continue f: X — Y entre deux espaces compacts et
séparés, il correspond une relation R C X xY telle que les conditions suivantes sont satisfaites.

(R1) L’ensemble R[z] est fermé pour tout z € X.

(R2) L’ensemble R~[U] est un ouvert-fermé pour tout ouvert-fermé U de Y.

Une telle relation est dite booléenne.

(R3) Pour tout z € X, il existe y € Y tel que = R y.

(R4) Pour tous z,2’ € X et tous y,y/ € Y,siz =2/, z Ry et 2/ Ry, alors y = ¢/
(R5) On a R™'[U] = R~[="" [U]]° pour tout ouvert-fermé U de Y.

Ces relations ne sont pas faciles & manipuler. En particulier, la composition ne peut pas étre décrite
clairement.

Nous allons donc définir des relations plus simples, munies d’'une composition plus élémentaire. En-
suite, nous étudierons la catégorie des espaces de Gleason dont les morphismes sont ces relations.

Définition 4.1. Une relation R C X x Y entre deux espaces de Gleason est stable si
=oR=Ro==R, (4.1)
i.e. si pour tous z,2’ € X et y,9 € Y tels que x = 2/, y =y et x Ry implique 2’ R v/’
Définissons maintenant la composition de relations.

Définition 4.2. Etant donné des relations R € X x Y et R C Y x Z, on définit la relation composée
R o R par z R o R z si et seulement si il existe y € Y tel que z Ry et y R’ 2.

Etant donné une relation R C X x Y, on définit son inverse R~! C Y x X par & R y si et seulement
siy Rz
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Remarque 4.3. Si R et R’ sont les graphes d’applications f et g, la relation R’ o R est le graphe de
I’application g o f.
Par le Lemme il est évident que la composée de deux relations fermées est une relation fermée.

Il est également trivial de vérifier que la composée de deux relations stables entre espaces de Gleason est
une relation stable. La définition suivante est donc légitime.

Définition 4.4. On note GleR la catégorie dont les objets sont les espaces de Gleason, dont les mor-
phismes sont les relations stables et fermées et pour laquelle la composition est la composition de relations.

Remarque 4.5. Etant donné un espace de Gleason X, la relation = C X x X est le morphisme identité
sur X. En effet, si R C X x Y, alors Ro= = R vu la stabilité de R. Pareillement, si R C Y x X alors
=oR=R.

Nous définissons maintenant une catégorie d’espaces compacts et séparés.

Définition 4.6. On note KHausR la catégorie dont les objets sont les espaces compacts et séparés, dont
les morphismes sont les relations fermées et pour laquelle la composition est la composition de relations.

Au vu du Lemme la composition de relations fermées est encore fermée donc la composition a
un sens.

Remarque 4.7. Une application f: X — Y entre deux espaces compacts et séparés est continue si et
seulement si son graphe est fermé. Ainsi, la catégorie KHaus se plonge dans KHausR.

Dans la suite, si f est une application continue, nous utiliserons le symbole f aussi bien pour la
fonction que pour la relation fermée obtenue en prenant le graphe.

Remarque 4.8. Etant donné un espace compact et séparé X, la relation d’égalité
Ax ={(z,2) :z € X}

est le morphisme identité. Il s’agit du graphe de 'application identité.

Il est intéressant de remarquer que les catégories KHausR et GleR sont toutes les deux duales &
elles-mémes. En effet, le foncteur contravariant t égal a 'identité sur les objets et qui & une relation
associe la relation inverse est une involution, i.e. est son propre inverse. De telles catégories sont appelées
t-catégories.

Ces catégories ont également d’autres propriétés. L’ensemble des morphismes entre deux objets est
un demi-treillis (en prenant l'intersection pour A). Elles vérifient également certaines propriétés reliant
I'involution t a l'intersection A. De telles catégories sont appelées allégories. Le lecteur désireux d’en
savoir plus peut consulter [§].

4.1.2 Equivalence

Nous allons maintenant montrer que les catégories KHausR et GleR sont équivalentes. Ce résultat a
été publié dans [1].
Commencons par décrire le passage des morphismes de KHaus® & ceux de GleR.

Définition 4.9. Etant donné une relation fermée R C X x Y entre deux espaces compacts et séparés,
on définit une relation &(R) C &(X) x &(Y) par

®(R) =7, ' oRom, (4.2)
oum: B(X)— X et my: &(Y) = Y sont les couvertures de Gleason.
Vérifions que &(R) est bien un morphisme de GleR.
Proposition 4.10. La relation &(R) est stable et fermée.

Démonstration. Comme 7 et my sont continus, les relations my et my L sont fermées donc la relation
&(R) est fermée.

Elle est stable car si z,2" € &(X) et y,y’ € &(Y) sont tels que z = 2’ et y =/, alors m1(z) = m1(2')
et mo(y) = m2(y'). Si z B(R) y, alors w1 (2') = m1(x) R ma(y) = ma(y’) done 2/ &(R) /. |
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FI1GURE 4.1 — Composition des foncteurs & et Q

SiRCX xY et R CY x Z sont des relations entre des espaces compacts et séparés et si w1, 7o et
w3 désignent leurs couvertures de Gleason respectives, alors

G(R)o®(R)=m3'oR omomy' oRom.
Comme 7y est surjectif, mg o my L est la relation identité donc
B(R)o&(R)=m;'0oR oRom = &(R oR). (4.3)

Ainsi & est un foncteur de KHausR dans GleR.
Décrivons maintenant le passage des morphismes de GleR & ceux de KHausR.

Définition 4.11. Etant donné une relation stable et fermée R C X x Y entre deux espaces de Gleason,
on définit la relation Q(R) C Q(X) x Q(Y) par

Q(R) = kg o Rory?, (4.4)
ou k1: X = Q(X) et ka: Y — Q(Y) sont les applications quotients.
A nouveau, comme les applications k1 et k5 sont continues, la relation (R) est une relation fermée.
Théoréme 4.12. La catégorie GleR est équivalente d la catégorie KHausR.

Démonstration. Si X est un espace compact et séparé, nous savons, par le Théoréme [3:26] que X est
homéomorphe & Q(& (X)) par

n: X = Q(B(X)) z—romr Hx).

Soit R C X X Y une relation fermée entre deux espaces compacts et séparés. Il faut montrer que
Q(B(R)) on =no R. Cest évident car

Q(B(R))on=rkyomy oRom ok on=noR.
— N——

= _ -1
n =7

Ainsi le diagramme commute.

Si X est un espace de Gleason, nous savons qu’il existe un homéomorphisme d’espaces de Gleason
p: X = &(Q(X)). Cependant, cet homéomorphisme n’est pas forcement un morphisme dans GleR car il
peut ne pas étre stable.

Un morphisme I' dans Gle® est un isomorphisme s’il existe une relation A C Y x X stable et fermée
telle que I' o A est la relation = de Y et A oI est la relation = de X. Nous devons donc construire une
relation I' C X x &(Q(X)) et montrer que c’est un isomorphisme.

Soient k: X — Q(X) I'application quotient et m: &(Q(X)) — Q(X) la couverture de Gleason. Posons

F=nr"lok,
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ie. z T y si et seulement si k(z) = 7(y). Comme & et 7 sont continus, il est clair que T' est fermé. De
plus, dans X, on a z = 2’ si et seulement si k(z) = k(2') et dans B(Q(X)), on a y = ¢/’ si et seulement
si m(y) = w(y’) donc il est évident que T est stable. Finalement, on a
FoT'=ngtokoktor=n""tonm,
qui est la relation = sur &(Q(X)), et
I''lol’'=ktorontok=kr"1ok,

qui est la relation = sur X. Ainsi I" est un isomorphisme. Remarquons également que si R C X x Y est
une relation stable et fermée entre deux espaces de Gleason, on a

B(Q(R))oT =my okgoRoky L omony ok =7, okgo R=ToR.

Ainsi le diagramme commute. ]

4.2 Frames et prémorphismes

Nous avons vu dans le premier chapitre que les catégories KHaus et KRFrm sont duales. Nous
avons vu dans la section précédente que la catégorie KHaus se plonge dans une catégorie KHausR.
Nous allons maintenant montrer que la catégorie KRFrm se plonge dans une catégorie KRFrmR. Nous
montrerons ensuite que la catégorie KRFrmR est duale & la catégorie KHausR.

4.2.1 Prémorphismes

Pour définir la catégorie KRFrmR, nous devons donner une définition moins restrictive pour les
morphismes.

Définition 4.13. Un sous-ensemble non vide D d’un frame L est dirigé si pour tous a,b € D, il existe
c€e D tel que a,b < c.
Dans ce cas, \/ D sera noté | | D pour insister sur le fait que D est dirigé.

Définition 4.14. Un prémorphisme de frames est une application [J: K — L entre deux frames qui
préserve les bornes inférieures finies et les bornes supérieures dirigées, i.e. telle que

O (/\T) - \O() (4.5)
O (|_| D) =| |om) (4.6)

pour tout D C K dirigé. En particulier, un prémorphisme de frames O est croissant et satisfait 01 = 1
et O(a A b) = Oa A Tb.

pour tout 7' C K fini et

Remarque 4.15. Si O: K — L est une application croissante et D C K un ensemble dirigé, alors O(D)
est encore dirigé. En effet, (D) est non vide et si Oa, b € (D), il existe ¢ € D tel que a,b < ¢ donc
Oa,0b < Oc. Comme e € O(D), 'ensemble (D) est dirigé.

Ceci justifie 'écriture de | |O(D) dans la définition précédente.

Au vu de la Remarque [L.15] il est évident que la composition de deux prémorphismes est encore un
prémorphisme.

Définition 4.16. On note KRFrmR la catégorie dont les objets sont les frames compacts et réguliers
et dont les morphismes sont les prémorphismes de frames.

Remarquons que tout homomorphisme de frames est un prémorphisme de frames. Par conséquent,
KRFrm est une sous-catégorie de KRFrmR.

Remarque 4.17. 11 est possible de définir une topologie sur les éléments d’un frame. Cette topologie est
appelé topologie de Scott. Les fonctions continues pour la topologie de Scott sont alors exactement les
fonctions préservant les bornes supérieures dirigées. L’étude de ces applications continues a des applica-
tions en informatique, ce qui motive I’étude de la catégorie KRFrmR. Le lecteur peut consulter [9] pour
plus de détails.
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4.2.2 Dualité

Nous savons que KHaus et KRFrm sont des catégories duales. Pour montrer que KHausR et
KRFrmR sont duales, nous utilisons les mémes foncteurs. Nous devons cependant donner un sens &
O(R) lorsque R est une relation fermée et a pt(0J) lorsque O est un prémorphisme. Les constructions
présentées dans cette section ainsi que la preuve de la dualité peuvent étre trouvée dans |14].

Commencons par donner un sens & O(R).

Définition 4.18. Etant donné une relation fermée R: X — Y entre deux espaces compacts et séparés,
on définit le prémorphisme de frames

O(R): O(Y) = O(X) U~ RU" (4.7)

Vu sa définition et le Lemme O(R) envoie bien des ouverts sur des ouverts. Vérifions que c’est
un prémorphisme.

Proposition 4.19. L’application O(R): O(Y) — O(X) est un prémorphisme de frames.

Démonstration. On a

OR)Y(UNV)=RUNV)I =R U LUV

Tout comme l'image inverse par une fonction, I'image inverse par une relation commute avec I’union.
Ainsi,

OR)YUNV)=(RUTURIV) = RHUI N RV = O(R)(U) N O(R)(V).

En particulier, O(R) est une application croissante.
Si D C O(Y) est dirigé, on a

o (LJo) = [[LJ2) ] =

(&

Ak

veD

et
| Jo®)(D)= | | R'[U“) = (ﬂ R‘I[Uc}> .
veD UeD

Pour montrer que D (R) préserve les bornes supérieures dirigées, nous devons donc montrer que

ks

veD

R! = () Rl

veD

Comme (;cp U® C V€ pour tout V' € D, 'inclusion C est évidente.
Montrons 'autre inclusion. Soit
ze () R U
UeD
Alors pour tout U € D, R[x] N U est un fermé non vide. Si Uy,...,U, € D, il existe V € D tel que
Ui, U; C V, donc

() Rlz] NUF D Rlz]n Ve # 0.
i=1
Ainsi la famille {R[x]NU : U € D} a la fip donc
() Rlz]NU® = Rlz]n () U° #0,
UeD UeD
ce qui équivaut a

reR!

N vel.

veD

Ainsi 'inclusion D est vérifiée. |
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1l est évident quesi R: X — Y et R': Y — Z sont des relations fermées, et U un ouvert de Z, alors
O(R' o R)(U) = (R o R)7'U)* = RTRTU = RTRTHUT*) = O(R) 0 O(R)(U).  (4.8)

Ainsi O est un foncteur contravariant de KHausR dans KRFrmR.
Donnons maintenant un sens a pt(0J).

Définition 4.20. Etant donné un prémorphisme de frames O: K — L, on définit la relation pt(O) :
pt(L) — pt(K) par p pt(O) ¢ si et seulement si p o[ < ¢, i.e. pour tout a € K, on a p(da) < ¢(a).

Il faut vérifier que cette relation est fermée.
Proposition 4.21. La relation pt(0J) est fermée.

Démonstration. Soit (p,q) ¢ pt(0). Il existe a € K tel que p(Ca) =1 et g(a) =0
Remarquons que {b: b < a} est un ensemble dirigé. En effet, si b, ¢ < a, alors -bVa =1et ~¢cVa = 1.
On a
=(bve)=\/{d:dn(bVvd) =0} =\/{d:dAb=0}A{d:enc=0}==bA~c

Ainsi =(bVe)Va=(-bVa)A(-cVa)=1doncbVec-a.

Comme p o [J conserve les bornes supérieures dirigées et que a = | [{b: b < a}, il existe b < a tel que
p(0Ob) = 1. Par la Propositionappliquée a I'idéal ¢=1(0), on a q(—b) = 1. Ainsi ¢ € ¢(—b), p € ¢(0b)
et pt(O)(4(—b)) N p(0b) = @ donc par le Lemme la relation pt(0J) est fermée. |

Théoréme 4.22. La catégorie KRFrmR est duale d la catégorie KHausR.

Démonstration. Si X est un espace compact et séparé, nous savons que X est homéomorphe a pt(O(X))
par

0: X — pt(O(X))
r—=0(x): OX)—>2
U—a2el

Soit R C X x Y une relation fermée. Il faut montrer que pt(O(R)) o6 = 0 o R, ou encore que Ry
si et seulement si 6(x) pt(O(R)) 6(y). On a

0(x) pt(O(R)) 0(y) <= 0(x) 0 O(R) < 0(y),
i.e. si et seulement si pour tout U ouvert de Y, x € R™[U¢]¢ implique y € U. Or
re RU <= 2 ¢ R YUY <= Rz]NU°=0 < Rlz]CU.

Ainsi, on a §(z) pt(O(R)) 6(y) si et seulement si pour tout ouvert U contenant R[x], on a y € U. Comme
R[z] est toujours fermé et Y est séparé, c’est équivalent & y € R[z], ou encore a z R y. Ainsi le diagramme
[A2al commute.

Si K est un frame, nous savons que K est isomorphe a O(pt(K)) par

¢: K= OPptK)) ar— {pept(K):pla)=1}.
Si O est un prémorphisme de frames, il faut montrer que O (pt({J)) o ¢ = ¢ o . Pour tout a € K, on
O(pt(D))(¢(a)) = pt(O) ' [d(a))* = {p € pt(L) : pt(O)[p] C U}

Or
pt(d)op C ¢(a) < poO < g implique g(a) = 1 pour tout ¢ € pt(K).

Si p(0a) = 1, I'implication est évidente. Si p(CJa) = 0, alors a € O~ 1(p~1(0)). C’est un idéal premier
donc il contient un idéal propre premier J contenant aﬂ Soit

¢ K—2 b—=bédJ

1. Soit O~ (p~1(0)) est propre et donc est un idéal propre premier contenant a, soit c’est un idéal impropre et n’importe
quel idéal propre premier contenant a convient.
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ol pt(K) T pyr) o o ox)—22 o) o
- O(pt(R)) M v (OO +
D(pH(K)) —20 D(pH(L)) PUO (X)) 0 py(O(1)
(a) Isomorphie pour O o pt (b) Isomorphie pour pto O

FIGURE 4.2 — Composition des foncteurs pt et O

Alors p o0 < g mais ¢(a) = 0 donc I'implication est fausse. Nous avons donc montré que
po < g implique ¢g(a) = 1 pour tout g € pt(K) <= p(da) = 1.

Ainsi,
O(pt(D))(#(a)) = {p € pt(L) : p(La) = 1} = ¢(Ua)
donc le diagramme commute.
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Conclusion

Nous avons commencé ce travail en démontrant que tout espace compact et séparé peut étre vu
comme un espace de points d’'un frame compact et régulier, et que tout frame compact et régulier peut
étre vu comme un frame d’ouverts d’un espace compact et séparé. Nous avons établi une dualité similaire
pour les morphismes entre ces structures, obtenant ainsi une dualité entre KHaus et KRFrm. Cette
dualité est connue sous le nom de dualité d’Isbell.

Nous avons ensuite prouvé que ces mémes espaces compacts et séparés pouvaient étre représentés
comme des espaces de points d’algebres de de Vries, et que les algebres de de Vries pouvaient étre
vues comme des algébres d’ouverts réguliers. A nouveau, nous avons établi une dualité similaire pour
les morphismes, obtenant une dualité entre KHaus et DeV. Cette dualité est connue sous le nom de
dualité de de Vries.

Nous avons ensuite utilisé les couvertures de Gleason pour montrer une équivalence purement to-
pologique faisant intervenir les espaces compacts et séparés. Cette fois ci, la correspondance pour les
morphismes était trop compliquée pour étre exposée dans ce travail, ce qui nous a motivés a considérer
des catégories plus générales.

En travaillant dans des catégories dont les morphismes sont des relations plutét que des fonctions,
nous avons établi une équivalence généralisant I’équivalence de Gleason. Nous avons constanté que ces
nouvelles catégories permettaient également de généraliser la dualité d’Isbell. Par contre, la dualité de
de Vries ne peut pas étre généralisée, comme on peut le voir dans |1, Rem. 3.14].

Il est légitime de se demander s’il est possible de considérer une catégorie plus générale que la
catégorie des espaces compacts séparés et des fonctions continues, mais moins générale que la catégorie
des espaces compacts séparés et des relations fermées, de sorte que les dualités d’Isbell, de de Vries ainsi
que léquivalence de Gleason soient valides. La réponse est oui, une telle catégorie est étudiée dans [1}
Sec. 4]. Il s’agit de la catégorie dont les objets sont les espaces compacts et séparés et dont les morphismes
sont les relations fermées R telle que R~1[U] est ouvert pour tout U ouvert.

En combinant la dualité entre KRFrm et KHaus avec celle entre KHaus et DeV, il est évident que
les catégories KRFrm et DeV sont équivalentes. L’équivalence est obtenue en composant les foncteurs
RO et pt. De plus, le résultat de cette composition est un foncteur qui & un frame d’ouvert associe
I’algebre des ouverts réguliers, ce qui laisse penser que I’on peut obtenir une algebre de de Vries a partir
d’un frame compact et régulier en ne conservant que certains éléments suffisamment « réguliers ». Cette

Gle GleR
ella &
OF
I R
KHaus KHaus
pt RO pt
O end O
KRFrm DeV KRFrm”
(a) Fonctions (b) Relations

FIGURE 4.3 — Equivalence et dualités
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construction est en effet possible et est étudiée en détail dans [3].

Nous avons utilisé la dualité de de Vries pour démontrer la dualité de Stone pour les algeébres com-
plétes. En utilisant une approche différente, il est possible d’utiliser la dualité de de Vries pour démontrer
la dualité de Stone pour les algébres quelconques. Le lecteur pourra consulter [2] pour plus de détails.
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Annexe A

Théorie des catégories

Nous introduisons ici quelques rudiments de théorie des catégories. L’ouvrage [16] est une excellente
référence sur le sujet. On pourra aussi consulter [15].

A.1 Définition

Définition A.1. Une catégorie est la donnée
— d’une classe d’objets O,
— d’une classe de morphismes M,
— de deux applications dom et im de M dans O.
En général, f € M,dom(f) = A,im(f) = B sera noté f: A — B.
En plus de cela, il faut
— une opération de composition o qui & f: A — B et g: B — C associe go f: A — C, qui est
associative, i.e. telle que le diagramme commute,
— pour chaque objet B, un morphisme id: B — B identité, i.e. tel que le diagramme commute.

A—1 B A—~L B
g hog " g
gof f
C ——D B———C
(a) Associativité (b) Identité

FIGURE A.1 — Propriétés a satisfaire

Ezemple. La catégorie Set est la catégorie dont les objets sont les ensembles et dont les morphismes sont
les fonctions entre ensembles. La composition est la composition entre fonction et le morphisme identité
est donné par la fonction identité sur chaque ensemble.

Ezemple. La catégorie Grp dont les objets sont les groupes et dont les morphismes sont les homomor-
phismes de groupes.

Ezxemple. La catégorie Top dont les objets sont les espaces topologiques et dont les morphismes sont les
applications continues.

Ezemple. Etant donné un ensemble préordonné P, la catégorie P a pour objets les éléments de P et
pour morphismes les paires (z,y) € P? avec x < y. On pose dom(x,y) = z et im(z,y) = y. Sixz € P
est un objet, l'identité sur x est le morphisme (x,x). Cette exemple montre que les morphismes d’une
catégorie ne sont pas forcément des fonctions.
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Définition A.2. Etant donné une catégorie K, la catégorie opposée, noté K°P, est la catégorie obtenue
en échangeant dom et im, i.e. f: A — B dans K correspond & f: B — A dans K°P.

Exemple. Si l’on continue I’exemple précédent, la catégorie P°P est la catégorie dont les objets sont les
éléments de P et par laquelle il existe un morphisme x — ¥ si et seulement si y < z. Nous aurions
également pu obtenir cette catégorie en considérant la catégorie associée au préordre dual de <.

Définition A.3. Dans une catégorie K, un morphisme f: A — B est un isomorphisme s’il possede un
inverse, i.e. s’il existe un morphisme g: B — A tel que fog=idet go f =id.

A.2 Foncteurs

Les foncteurs sont les morphismes de catégories.

Définition A.4. Un foncteur ¥ entre deux catégories K et L est la donnée
— d’une application qui & tout objet A de K associe un objet ¥(A) de L,

— d’une application qui & un morphisme f: A — B de K associe un morphisme T(f): T(A) — T(B)
de L.

tel que
— siid: A — A est un morphisme identité dans K, alors ¥T(id): T(A) — T(A) est un morphisme
identité dans L,
— T(go f) =F(g) o ZT(f) ol le premier o est celui de K et le second celui de L.

Ezxemple. Le foncteur d’oubli Grp — Set qui & un groupe associe ’ensemble de ses éléments et "oublie"
I'opération. A un morphisme de groupes, il associe la fonction d’ensemble correspondante, en "oubliant”
qu’il s’agit d’'un morphisme.

Ezemple. On définit le foncteur mp: Top — Set qui & tout espace topologique X associe ’ensemble 7y (X)
de ses composantes connexes. Si f: X — Y est une application continue, I'image d’une composante de X
est connexe donc incluse dans une composante de Y. Ainsi, on peut définir 7o (f): mo(X) — 7o (Y) qui &
une composante C' de X associe la composante de Y dans laquelle f(C) est incluse. On vérifie aisément
qu’il s’agit d’un foncteur.

Ezemple. Au cours de géométrie, on démontre qu’a tout espace affine (euclidien) A est associé un espace
vectoriel (euclidien) A et A toute application affine (isométrique) T est associée une application linéaire

(isométrique) 7. Il s’agit d'un foncteur =: Aff — Vec. Ce foncteur se restreint de -: AffEucl dans
VecEucl.

Définition A.5. Un foncteur contravariant entre deux catégories K et L est un foncteur entre les
catégories K et L°P. Un foncteur contravariant ¥ associe donc & chaque objet A de K un objet T(A) de
L et a chaque morphisme f: A — B un morphisme T(f): T(B) — T(A). On a aussi T(gof) = T(f)oZ(g).

Ezxemple. Le foncteur B: Set — Set qui a un ensemble E associe I’ensemble de ses parties et a une
fonction f: E — F associe B(f): P(F) — P(E) S+~ f1(S) est contravariant.

A.3 Equivalences et dualités

Définition A.6. Un foncteur T: K — L est essentiellement surjectif si tout objet de L est isomorphe
a un objet de la forme T(A) ol A est un objet de K.

Un foncteur T: K — L est plein si pour tous objets A, B de K et tout morphisme g: T(A) — T(B),
il existe f: A — B tel que T(f) = g.

Un foncteur T: K — L est fidéle si pour tous morphismes f,g: A — B de K, Z(f) = %(g) implique
f=g

Proposition A.7. Soit T: K — L un foncteur essentiellement surjectif, plein et fidéle. Alors pour tous
objets A, B de K, si T(A) et T(B) sont isomorphes, alors A et B aussi.
De plus, il existe un foncteur & inverse de X, i.e. tel que
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— pour tout objet A de K, G(T(A)) est isomorphe & A par un isomorphisme i,
— pour tout objet C' de L, T(S(C)) est isomorphe a C par un isomorphisme j,
— pour tout morphisme f: A — B dans K, le diagramme [A-2d commute,
— pour tout morphisme g: C — D dans L, le diagramme commute.

Réciproquement, si un foncteur T posséde un inverse, alors il est essentiellement surjectif, plein et

fidéle.

A ! B c g D
. .
) g S(B) | e —— 5w s
I S| | T T
- s(< v - T(6(9)) ”
8(3(4) — L &(3(B)) T(S(0) — =2 T(8(D))
(a) Isomorphie pour S o ¥ (b) Isomorphie pour T o &

F1GURE A.2 — Composition des foncteurs T et &

Définition A.8. Une équivalence entre deux catégories est un foncteur essentiellement surjectif, plein
et fidele.
Une dualité est un foncteur contravariant, essentiellement surjectif, plein et fidele.

Ce travail contient de nombreux exemples d’équivalences et de dualités.

A.4 Objets initiaux, terminaux et points

Définition A.9. Un objet initial dans une catégorie est un objet 0 tel que pour tout objet A, il existe
un unique morphisme !: 0 — A.

Un objet terminal dans une catégorie est un objet 1 tel que pour tout objet A, il existe un unique
morphisme !: A — 1.

Bien sfir, les objets initiaux de K sont les objets terminaux de K°P et vice versa.

Ezemple. Le seul objet initial de Set est ’ensemble vide et les objets terminaux sont les ensembles & un
élément (ce qui explique les notations 0 et 1).
Dans la catégorie Grp, le groupe trivial joue le role d’objet initial et terminal.

Proposition A.10. Dans une catégorie, tous les objets initiaur sont isomorphes et tous les objets
terminauz sont isomorphes.

Définition A.11. Dans une catégorie dans laquelle les objets terminaux existent, un point d’un objet
C' est un morphisme p: 1 — C.

Ezemple. Dans la catégorie des espaces affines, les objets terminaux sont les espaces de dimension 0. Un
point d’'un espace A est alors une application (affine) p: {0} — A, ce qui correspond bien & la notion
géométrique de point.
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Annexe B

Topologie

B.1 Ouverts et fermés réguliers, espaces réguliers

Dans cette section, nous donnons une définition de régularité pour les ouverts d’un espace topologique.
Nous introduisons également la régularité pour un espace topologique et démontrons quelques résultats
utiles faisant intervenir ces notions.

Définition B.1. Un ouvert U d’un espace topologique est régulier si U=° = U.
Un fermé F est régulier si F°~ = F.

Proposition B.2. SiO(X) désigne l’ensemble des ouverts d’un espace topologique X et F(X) l’ensemble
de ses fermés, alors =: O(X) — F(X) et -°: F(X) — O(X) forment une correspondance de Galois. Les
fermés de O(X) sont les ouverts réguliers et les fermés de F(X) sont les fermés réguliers.

En particulier, pour tout U ouvert, U est un fermé régulier et pour tout F fermé, F° est un ouvert
régulier. De plus, = et -° donnent une correspondance entre les ouverts réguliers et les fermés régquliers.

Démonstration. En effet, si U est ouvert et F' fermé, on a
UCF < UCF +<= UCF°.
|

Proposition B.3. Etant donné un espace topologique X, pour tout E C X, on a E=°~° = E~° et
E°=°7  autrement dit, E~° est un ouvert régulier et E°~ est un fermé régulier.

Proposition B.4. Etant donné un espace topologique X, pour tout E C X, on a

E—O

E°CE°C {EO} CE°" CE". (B.1)

Proposition B.5. Pour tous U,V ouverts d’un espace topologique, on a
unv)y=e=vu"°nv-"c. (B.2)
Pour tous F,G fermés d’un espace topologique, on a
(FUG)*” =F°~UG°". (B.3)

Démonstration. D une part, UNV C U,V donc (UNV)~° C U~°,V~°. D’autre part, siz € U"°NV~°,
il existe un ouvert O contenant x tel que O C U NV. Montrons que O C (UNV)~. Soit y € O et O’ un
voisinage ouvert de y inclus dans O. Comme y € U, on a O’ N U # (). Soit z € O'NU. Alors z € O donc
z €V, et comme O’ NU est un voisinage de z, ona O'NUNV # (. Doncy € (UNV)~ [ |

Définition B.6. Un espace topologique est régulier si pour tout ouvert U tel que = € U, il existe un

ouvert V tel que B
zeVcCcVcl. (B.4)
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Proposition B.7. Un espace compact et séparé est régulier.
Proposition B.8. Dans un espace régulier, les ouverts réguliers forment une base.

Démonstration. Si U est ouvert et x € U, il existe V'

reVcVcl.
Comme B
Vcv—ecv=—rc - cV,
on a
reV°CcV™  CU.
Or V~° est régulier. |

B.2 Connexité et discontinuité

Dans cette section, nous introduisons différentes notions de connexité et non connexité qu’un espace
topologique peut satisfaire.

Définition B.9. Un espace topologique X est conneze si ses seuls ouverts-fermés sont @) et X.

Par extension, une partie £ d’un espace topologique X est conneze si elle est connexe pour la topologie
induite.

Les composantes connexes d’un espace topologique X sont ses parties connexes maximales.

Définition B.10. Un espace topologique est totalement discontinu s’il ne possede pas de partie connexe
non trivial, i.e. si ’ensemble vide et les singletons sont ses seuls parties connexes.

Remarque B.11. Un espace est totalement discontinu si et seulement si ses composantes connexes sont
des singletons.

Si on se rappelle que les composantes connexes d’un espace sont des fermés, on a le résultat suivant.
Proposition B.12. Un espace totalement discontinu est accessible

Définition B.13. Un espace topologique X est totalement séparé si pour tous x,y tels que x # y, il
existe un ouvert-fermé U tel que x € U et y € U.

Remarque B.14. Etant donné un espace topologique X, on peut définir une relation d’équivalence ~ sur
X par z o y si il existe un ouvert-fermé U tel que z € U et y ¢ U. Les classes d’équivalence sont appelées
quasi-composantes connezxes et contiennent les composantes connexes.

Un espace est totalement séparé si et seulement si ses quasi-composantes connexes sont des singletons.

Les deux propositions suivantes sont évidentes.
Proposition B.15. Un espace totalement séparé est séparé.
Proposition B.16. Un espace totalement séparé est totalement discontinu.

La démonstration de la proposition suivante est plus compliqué et peut étre trouvée dans [13].
Proposition B.17. Un espace compact, séparé et totalement discontinu est totalement séparé.
Proposition B.18. Un espace compact et totalement séparé posséde une base d’ouverts-fermés.

Démonstration. 1l suffit de montrer que pour tout fermé F et x ¢ F, il existe un ouvert-fermé U contenant
x et disjoint de F. Pour tout y € F, il existe un ouvert-fermé U, tel que x € Uy et y ¢ U,. Comme F

est compact, il existe y1,...,y, € F tels que F' soit disjoint de
n
U= Uy
i=1
L’ensemble U est un ouvert-fermé contenant x. |
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Définition B.19. Un espace topologique est extrémement discontinu si ’adhérence de tout ouvert est
ouverte.

Proposition B.20. Un espace séparé et extrémement discontinu est totalement séparé.

Démonstration. Soignt x,y deux points distincts. Il existe des ouverts U et V disjoints tels que x € U et
y € V. L’ensemble U est un ouvert-fermé contenant = et ne contenant pas y car disjoint de V. ]
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Annexe C

Treillis et algebres de Boole

Nous rappelons ici quelques définitions et propriétés concernant les treillis. Les démonstrations sont
disponibles dans [6], lequel traite le sujet en profondeur.

C.1 Treillis

Les treillis peuvent étre défini de deux manieres équivalentes. Les deux points de vue ont leur intérét.

Définition C.1 (Treillis comme structures algébriques). Un treillis est une structure algébrique L munie
de deux opérations, V et A, satisfaisant aux axiomes suivants.

(L1) (avbd)Ve=aV (bVe), (associativité) (L5) aVa = a, (idempotence)
(L2) (anb)Aec=an (bAc), (L6) aNa=a,

(L3) avb=>bVa, (commutativité) (L7) aV (a Ab) =a, (absorption)
(L4) anb=DbAa, (L8) an(aVvbd)=a

Ezemple. L’ensemble des parties d’un ensemble X muni des opérations union et intersection est un
treillis.
L’ensemble des ouverts d’un espace topologique muni de I'union et de I'intersection est un treillis.

Définition C.2 (Treillis comme ensembles ordonnés). Un treillis est un ensemble ordonné L tel que
toute partie finie et non vide T' C L admette des bornes supérieure et inférieure, notées respectivement

VT et AT.

Ezemple. L’ensemble des parties d'un ensemble X, ordonnés par inclusion est un treillis.
L’ensemble des ouverts d’un espace topologique ordonnés par inclusion est un treillis.

Etant donné un treillis vu comme une structure algébrique, on a a\VVb = b si et seulement si a Ab = a.
On peut définir une relation d’ordre < sur le treillis par a < b si et seulement si a V b = b. L’ensemble
ordonné ainsi défini est une treillis au sens des ensembles ordonnés. Etant donné un treillis vu comme
un ensemble ordonné, on peut définir des opérations V et A par a Vb = \/{a,b} et a Ab = A{a,b}. La
structure algébrique obtenue est un treillis au sens algébrique. Ces constructions sont inverses l'une de
Pautre.

Définition C.3. Un treillis L est borné s’il existe des constantes 0 et 1 telles que a V0O = a = a A1 pour
tout a € L. C’est équivalent a demander 0 < a < 1 pour tout a € L.

Proposition C.4. Dans un treillis borné L, on a aAN0=0 et aV 1 =1 pour tout a € L.

Définition C.5. Un treillis L est complet si toutes les parties S C L admettent des bornes supérieure
et inférieure.
En particulier, un treillis complet est borné car \/ 0 et A 0 jouent le role de 0 et de 1.

Ezemple. Les treillis des exemples précédents sont complets (pour le treillis des ouverts, A S est donné

par ((15)°).
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C.2 Treillis distributifs et booléens

On peut mettre des conditions supplémentaires sur un treillis, afin de correspondre aux treillis appa-
raissant en topologie ou en logique.

Définition C.6. Un treillis L est distributif s’il satisfait

(D1) aAn(bVe)=(aAb)V(aAc),

(D2) aVvV (bAc)=(aVDb)A(aVc).

11 est en fait suffisant de demander a A (bVe) < (aAb)V (aAc)ouaV (bAc) > (aVDb)A(aVe).

Définition C.7. Etant donné un élément a € L d’un treillis borné et distributif, un élément b € L est
un complément de a siaVb=1¢et aAb=0. On peut montrer que le complément est unique. Si a a un
unique complément, on le dénote par —a.

Un treillis est complémenté si tout élément admet un complément.

Ezemple. Le treillis P(X) est distributif et complémenté.
L’ensemble des ouverts d’un espace topologique est distributif mais n’est pas complémenté.

Proposition C.8. Soit L un treillis complémenté, on a
(i) 0=1 et -1=0,
(i) ——a =a

(#ii) a ANb =0 équivaut 4 b < —a et aVb=1 équivaut a ~a < b.

Nous introduisons la notion d’algebre de Boole. L’ouvrage [10] constitue une bonne introduction aux
algebres de Boole.

Définition C.9. Un treillis distributif et complémenté est dit booléen (on parle aussi d’algébre de Boole).
Il est utile d’avoir une définition plus algébrique de cette notion.

Une algébre de Boole est une structure algébrique (B,0,1,—,V,A), avec 0 et 1 des constantes, — un
opérateur unaire et V, A des opérateurs binaires, satisfaisant aux axiomesé aV0 =a,aNl = a,
“ (D2)l @V —-a =1 et aA-a=0. Bien sir, cette structure satisfait aux propriétés des propositions
C.4| et ainsi que les lois de de Morgan (—(a V b) = —a A =b et =(a A b) = —a V —b).

L’algebre de Boole composée des seuls éléments 0 et 1 est notée 2. Il s’agit de I'objet initial dans la
catégorie des algebres de Boole.

On note BA la catégorie dont les objets sont les algebres de Boole et dont les morphismes sont les
applications conservant les opérations 0,1, -, V, A.

Ezemple. A nouveau, 'ensemble des parties d'un ensemble est une algebre de Boole. Cest aussi le cas
de ’ensemble des ouverts-fermés d’un espace topologique quelconque. Nous verrons plus loin que toute
algebre de Boole est en fait isomorphe a une algebre de cette forme.

Proposition C.10. Si B est une algébre de Boole compléte et P,Q C B, on a
(i) NPYANN Q) =V ,epgeoena) et (AP)V(ANQ)=Apepeeo®Va),
(W) ~(VP)=V,epp et —(AP)=N\,cpp

C.3 1Idéaux et filtres

Nous introduisons maintenant les notions d’idéaux et de filtres, qui sont utiles pour démontrer le
théoréme de dualité de Stone. Bien que nous ne démontrerons pas la dualité de Stone dans cette annexe,
nous citons quelques résultats partiels qu’il est intéressant d’avoir en téte avant d’aborder les deux
premiers chapitres.

Définition C.11. Une partie non vide I C L d’un treillis L est un idéal si
(I1) a,b € I implique a Vb € I,
(I12) a < bet b e I impliquent a € I.

On définit un filtre de manieére duale. Un ensemble non vide F C L est un filtre si
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(F1) a,b € F implique a Ab € F,
(F2) a <betaé€ F impliquent b € F.

Un idéal est propre s’il est différent de L, i.e. s’il ne contient pas 1. Pareillement, un filtre est propre
s'il est différent de L, i.e. s’il ne contient pas 0.

Ezemple. Dans le treillis P(X), 'ensemble {S C X : 2 € S} pour un # € X est un filtre.
Dans un treillis d’ouverts, ’ensemble des voisinages d’un point est un filtre.

Définition C.12. Un idéal propre I d’un treillis L est premier si pour tous a,b € L, a Ab € I implique
a € I oub e . Un filtre premier est défini de maniére duale.

Proposition C.13. L’idéal I est premier si et seulement si I¢ est un filtre premier.

Définition C.14. Un idéal propre d’un treillis est mazimal s’il est maximal parmi les idéaux propres.
On définit duallement la notion de filtre maximal, aussi appelé ultrafiltre.

Les notions d’idéaux premiers et maximaux sont liés, comme le montre le résultat suivant.
Théoréme C.15. Soit L un treillis distributif avec un 1. Alors tout idéal mazimal est premier.
Dans une algébre de Boole, le résultat peut étre renforcé.

Théoréme C.16. Si I est un idéal propre d’une algebre de Boole, les conditions suivantes sont équiva-
lentes.

(i) I est mazimal,
(ii) I est premier,

(%) pour tout a € B, on a a € I si et seulement si —a € 1.
Nous terminons cette section par un théoréme d’existence pour les idéaux premiers.

Théoréme C.17. Soit L un treillis distributif. Alors

(i) étant donné un idéal I et un filtre F tels que INF =0, il existe un idéal premier J tel que I C J
et JNE =0,

(ii) étant donné a £ b, il existe un idéal premier I tel que a & I et b € I.

C.4 Théoreme de représentation de Stone

Le dernier résultat que nous mentionnons est un résultat phare dans 1’étude des algebres de Boole.

Définition C.18. Un espace de Stone est un espace topologique compact, séparé et totalement discon-
tinu, ou de maniere équivalente, compact et totalement séparé.

Ezemple. Tout espace discret fini est un espace de Stone.
L’espace de Cantor est un espace de Stone.

Théoréme C.19 (Stone). La catégorie des espaces de Stone est duale d la catégorie des algébres de
Boole.

Démonstration. Etant donné une algebre de Boole B, on définit une topologie sur ’espace de ses ultra-
filtres $4(B) par {v(a) : @ € B} ou

v(a)={F €U(B):a € F}

On peut vérifier que cet espace est de Stone.
Etant donné un espace de Stone, ’ensemble de ses ouverts-fermés OF(X) est une algebre de Boole.
On peut vérifier que les deux constructions sont inverses I'une de 'autre. |

Remarque C.20. On peut montrer que les algebres de Boole compleétes correspondent aux espaces de
Stone extrémement discontinus.
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ouvert régulier,

catégorie, [7]

foncteur, relation
contravariant, @ composée, @
dualité, [49] fermée,
essentiellement surjectif, image, [33]
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Catégories

Haus
KHaus
eKHaus
KHausR
Frm
KRFrm
KRFrmR
DeV
dDeV
GleR
cBA
BA

Espaces topologiques et fonctions continues

Espaces séparés et fonctions continues

Espaces compacts et séparés et fonctions continues

Espaces compacts, séparés et extrémement discontinus et fonctions continues
Espaces compacts et séparés et relations fermées

Frames et homomorphismes de frames

Frames compacts et régulier et homomorphismes de frames

Frames compacts et régulier et prémorphismes de frames

Algebres de de Vries et morphismes d’algebres de de Vries
Algebres de de Vries discretes et morphismes d’algebres de de Vries
Espaces de Gleason et relations stables fermées

Algebres de Boole complétes et morphismes d’algebres de Boole

Algebres de Boole et morphismes d’algebres de Boole
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